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1 はじめに
スマートフォンの通話では，話し手が声を出すと，その声をスマートフォンのマイクが拾
い，それを聞き手側に送信する．聞き手側では，受け取った音から話し手の元の声が聞こえる
ような音を再現する．このとき聞き取りにあまり影響を与えない音や不要な雑音等を除去する
と効率よくデータを送ることができるが，除去する量が多ければ元のデータとの差異は大きく
なる．この差異を一般に歪みという．実数値などをとる連続情報源を有限のビット長で符号化
する場合，復元された値を元の値と完全に一致させることはできない．よって元のデータと復
号されたデータとの間に歪みを許容しなければならない．本研究では情報源を確率変数列とし
て表すので，歪みも確率変数列となる．歪みが満たすべき条件を数学的に表したものを規範と
呼ぶ．歪みが規範を満たす範囲内で符号化レートを小さくすることを考えていくのがレート・
歪み問題である．
今日の情報理論において一般に用いられている規範と Csiszár and Körner の 1981年の著
書 [1]で定義される規範の 2つを本研究で扱う．これらの規範は，歪みの期待値を上から抑え
るという点で同じであるが，上極限を用いるか否かという数学的な定義方法が異なる．
本論文では 2章でレート・歪み問題を考える上で前提となる情報源や歪み測度，2つの規範
などの概念を定義する．3章，4章で 2つの規範のレート・歪み関数の関係を明らかにし，5章
で 3章，4章の結果から得られる系を述べ，最後に 6章で本論文をまとめる．

2 レート・歪み理論
本章ではレート・歪み問題を定式化する．特に，歪みに対する規範を 2種類導入する．
X = {Xn = (X1, X2, · · · , Xn)}∞n=1 を一般情報源とし，情報源アルファベットを X と
表す．X は有限集合であると仮定する．また復号アルファベットを Y とする．長さ n

のデータ x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ X n と y = (y1, y2, · · · , yn) ∈ Yn の間の歪みを関数
dn : Xn × Yn → [0,+∞) で測る．これを歪み測度という．
情報源X の符号化は次の様に行う. Mn 個の符号語の集合をMn = {1, 2, · · · ,Mn} とす
る．そして，符号器 φn : Xn → Mn と, 復号器 ψn : Mn → Yn を考える．情報源の出力
x ∈ Xn は符号器 φn によって符号化されたあと復号器 ψn によって歪みを含んだ状態で復元
される．また，符号器 φn と復号器 ψn の組 (φn, ψn)を符号と呼ぶ．
レート・歪み問題を定式化するには上記のもとで歪みに対する規範を定めなければならな
い．以下の 2.1, 2.2節ではそれぞれ異なる 2つの歪み規範に基づいて問題の定式化を行う.
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2.1 平均規範
この節で述べるのは，レート・歪み問題の標準的な定式化である．

定義 1 レート・歪み領域の点 (R,D)が平均規範達成可能とは

lim sup
n→∞

E
[
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n)))

]
≤ D (1)

lim sup
n→∞

1

n
logMn ≤ R (2)

を満たす符号の列 {(φn, ψn)}∞n=1 が存在することである．式 (1)を平均規範と呼ぶ．

定義１は即ち，任意の小さな数 δ1 > 0, δ > 0に対して，十分大きな全ての nで

E
[
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n)))

]
< D + δ1 (3)

1

n
logMn < R+ δ (4)

を満たす符号の列 {(φn, ψn)}∞n=1 が存在することである．

定義 2 平均規範に基づくレート・歪み関数を

R(D) ≜ inf{R|(R,D)が平均規範達成可能 } (5)

と定義する．

以上の定義のもとで，情報源が定常無記憶である場合に知られている結果を紹介する．まず
一般に，2つの確率変数 X,Y に対して

I(X;Y ) ≜
∑

(x,y)∈X×Y

PXY (x, y) log
PY |X(y | x)
PY (y)

(6)

を定義する．これは X と Y の間の相互情報量と呼ばれる．また，歪み測度 dn は加法的であ
ると仮定する．すなわち，系列の間の歪みは文字の歪み d(x, y) = d1(x, y) を用いて

dn(x,y) =
∑
i

d(xi, yi) (7)

と表されると仮定する．以上の定義のもとで次の定理が成り立つことが知られている [3]．

定理 1 定常無記憶情報源に対する平均規範のレート・歪み関数は

R(D) = min
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (8)
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で与えられる．ただし，右辺の最小値はX と相関のある確率変数 Y のうち，E[d(X;Y )] ≤ D

を満たす範囲でとる．

定理 1の証明は付録 Bに記載する．

2.2 CK平均規範
この節では Csiszár and Körner の 1981年の著書 [1]で定義された規範に基づいて問題の定
式化を行う．

定義 3 レート・歪み領域の点 (R,D)が CK平均規範達成可能とは，任意の小さな数 δ > 0

に対して，十分大きな全ての nで

E
[
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n)))

]
≤ D (9)

1

n
logMn < R+ δ (10)

を満たす符号の列 {(φn, ψn)}∞n=1 が存在することである．式 (9)を CK平均規範と呼ぶ．

定義 1と定義 3の違いは，歪みを評価するために上極限を用いるかどうかである．

定義 4 CK平均規範に基づくレート・歪み関数を

RCK(D) ≜ inf{R|(R,D)が CK平均規範達成可能 } (11)

と定義する．

次の定理が知られている [1]．

定理 2 定常無記憶情報源に対する CK平均規範のレート・歪み関数は

RCK(D) = min
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (12)

を満たす．

この定理は順定理と逆定理によって示される．本研究では，順定理を文献 [4]に基づいて文
献 [1]より手短に証明した．これを 3章に記す．
さらに本研究では，一般情報源に対する CK平均規範の結果として次を示した．

定理 3 一般情報源に対する CK平均規範のレート・歪み関数は

RCK(D) ≥ R(D) (13)

を満たす．
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この定理は 4章に記す．

3 CK順定理
定理 2の順定理の証明を行う．
定理 2の順定理

RCK(D) ≤ min
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (14)

〔証明〕D を固定し，任意の γ > 0を考える．ここで

E[d(X,Y )] + 2γ ≤ D (15)

を満たす任意の Y をとり，その上で

R ≜ I(X;Y ) + 2γ (16)

とおく．XnY n ≜ (X1Y1, X2Y2, · · · , XnYn) を XY の独立同一分布な系列として Xn ≜
(X1, X2, · · · , Xn), Y

n ≜ (Y1, Y2, · · · , Yn)とおく．そこで

T (1)
n ≜

{
(x,y) ∈ Xn × Yn

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n log
PY n|Xn(y | x)

PY n(y)
− I(X;Y )

∣∣∣∣ < γ

}
(17)

T (2)
n ≜

{
(x,y) ∈ Xn × Yn

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1ndn(x,y)− E[d(X,Y )]

∣∣∣∣ < γ

}
(18)

として Tn ≜ T (1)
n ∩ T (2)

n とおく．XnY n が独立同一分布なので,

1

n
log

PY n|Xn(Y n | Xn)

PY n(Y n)
=

1

n
log

∏n
i=1 PY |X(Yi | Xi)∏n

i=1 PY (Yi)
(19)

=
1

n

n∑
i=1

log
PY |X(Yi | Xi)

PY (Yi)
(20)

となる．式 (20)の和の中の各項は独立でその期待値は

E
[
log

PY |X(Yi | Xi)

PY (Yi)

]
=
∑
x,y

PXY (x, y) log
PY |X(y | x)
PY (y)

(21)

= I(X;Y ) (22)

であり，分散は有界である [2]．T (1)
n の定義に注意して大数の法則を適用すれば

Pr{XnY n ∈ T (1)
n } → 1 (n→ ∞) (23)

を得る．大数の法則の証明は付録 Cに記載する．同様にして E[d(X,Y )]が有界ならば

Pr{XnY n ∈ T (2)
n } → 1 (n→ ∞) (24)
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を得る．したがって,

Pr{XnY n ∈ Tn} = 1− Pr{XnY n /∈ Tn} (25)

≥ 1− Pr{XnY n /∈ T (1)
n } − Pr{XnY n /∈ T (2)

n } (26)

= 1− (1− Pr{XnY n ∈ T (1)
n })− (1− Pr{XnY n ∈ T (2)

n }) (27)

→ 1 (n→ ∞) (28)

が成立する．ここで

Bn(y) ≜
{
x ∈ Xn

∣∣∣∣ 1n log
PXn|Y n(x | y)

PXn(x)
≤ R− γ

}
(29)

Sn(y) ≜ {x ∈ Xn | (x,y) ∈ T (2)
n } (30)

とおく．すると付録 Aに示す補題 1より
1

n
logMn ≤ R (31)

Pr{Xn /∈ Sn(ψn(φn(X
n)))} ≤ Pr{Xn /∈ Bn(Y

n)}+ Pr{Xn /∈ Sn(Y
n)}+ e−nγ (32)

を満たす符号 (φn, ψn)が存在する．式 (32)の右辺の第 1項に関して,式 (29),(17)より,

Pr{Xn ∈ Bn(Y
n)} = Pr

{
1

n
log

PXn|Y n(Xn | Y n)

PXn(Xn)
≤ I(X;Y ) + γ

}
(33)

= Pr

{
1

n
log

PY n|Xn(Y n | Xn)

PY n(Y n)
≤ I(X;Y ) + γ

}
(34)

= Pr

{
1

n
log

PY n|Xn(Y n | Xn)

PY n(Y n)
− I(X;Y ) ≤ γ

}
(35)

≥ Pr

{∣∣∣∣ 1n log
PY n|Xn(Y n | Xn)

PY n(Y n)
− I(X;Y )

∣∣∣∣ < γ

}
(36)

= Pr
{
XnY n ∈ T (1)

n

}
(37)

(23)→ 1 (n→ ∞) (38)

となる．よって

Pr{Xn /∈ Bn(Y
n)} → 0 (n→ ∞) (39)

を得る．また，式 (32)の右辺の第 2項に関して式 (30), (24)より

Pr{Xn ∈ Sn(Y
n)} = Pr{XnY n ∈ T (2)

n } (40)

→ 1 (n→ ∞) (41)

となる．よって

Pr{Xn /∈ Sn(Y
n)} → 0 (n→ ∞) (42)
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を得る．以上より,

Pr{Xn /∈ Sn(ψn(φn(X
n)))} → 0 (n→ ∞) (43)

となる．一方で式 (32)の左辺は式 (30), (18)より

Pr{Xn /∈ Sn(ψn(φn(X
n)))} = Pr{(Xn, ψn(φn(X

n)) /∈ T (2)
n } (44)

= Pr

{∣∣∣∣ 1ndn(Xn, ψn(φn(X
n)))− E[d(X,Y )]

∣∣∣∣ ≥ γ

}
(45)

≥ Pr

{
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n))) ≥ E[d(X,Y )] + γ

}
(46)

である．したがって式 (24)より

Pr

{
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n))) ≥ E[d(X,Y )] + γ

}
→ 0 (47)

となる．ここで

U ′
n ≜

{
x ∈ Xn

∣∣∣∣ 1ndn(x, ψn(φn(x))) ≤ D − γ

}
(48)

と定義すると dn の期待値は

E
[
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n)))

]
(49)

=
1

n

∑
x

PXn(x)dn(x, ψn(φn(x))) (50)

=
1

n

∑
x∈U ′

n

PXn(x)dn(x, ψn(φn(x))) +
1

n

∑
x/∈U ′

n

PXn(x)dn(x, ψn(φn(x))) (51)

となる．
式 (51)の第 1項は

1

n

∑
x∈U ′

n

PXn(x)dn(x, ψn(φn(x))) (52)

≤
∑
x∈U ′

n

PXn(x)(D − γ) (53)

≤ D − γ (54)

となる．次に第 2項を評価する．情報源アルファベットが有限なので d(x, y) の最大値 dmax
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が存在する．すると d(x, y) ≤ dmax より， 1
ndn(x,y) ≤ dmax となるので第 2項は

1

n

∑
x/∈U ′

n

PXn(x)dn(x, ψn(φn(x))) (55)

≤
∑
x/∈U ′

n

PXn(x)dmax (56)

= dmax Pr

{
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n))) > D − γ

}
(57)

≤ dmax Pr

{
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n))) ≥ E[d(X,Y )] + γ

}
(58)

(47)→ 0 (n→ ∞) (59)

となる．以上より nが十分大きいとき

E
[
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n)))

]
≤ D (60)

を得る．よって式 (60), 式 (31)からレート・歪み領域の点 (R,D)は CK平均規範を達成可能
である．よってレート・歪み関数は

RCK(D) ≤ I(X;Y ) + 2γ (61)

を満たす．式 (15)より式 (61)は E[d(X,Y )] ≤ D − 2γ を満たす任意の Y に対して成り立つ
ので

RCK(D) ≤ inf
Y :E[d(X,Y )]≤D−2γ

I(X;Y ) + 2γ (62)

である．γ > 0は任意で右辺は γ に関して連続なので，γ → 0とすると付録 C.5より

RCK(D) ≤ inf
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (63)

である．I(X;Y )は Y に関して連続で Y の範囲は閉じているので

RCK(D) ≤ min
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (64)

を得る．□

4 CK逆定理
定理 3の証明を行う．
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〔証明〕一般情報源 X に対して (R,D) が CK 平均規範達成可能である仮定すると, 任意の
δ > 0に対して十分大きな全ての nで

E
[
1

n
dn(X

n, Y n)

]
≤ D (65)

1

n
logMn < R+ δ (66)

を満たす符号の列 {(φn, ψn)}∞n=1 が存在する．このとき式 (65) から, 任意の δ1 > 0に対して

E
[
1

n
dn(X

n, Y n)

]
< D + δ1 (67)

が自明に成り立つ．よって，式 (67)，式 (66)より

lim sup
n→∞

E
[
1

n
dn(X

n, Y n)

]
≤ D (68)

lim sup
n→∞

1

n
logMn ≤ R (69)

がいえる. 即ち (R,D) が CK 平均規範達成可能ならば平均規範達成可能でもある．従って，
レート歪み関数の定義から

RCK(D) ≥ R(D) (70)

を得る．□

5 系
定理 3，定理 1より特に情報源が定常無記憶のとき，直ちに

系 1

RCK(D) ≥ R(D) = min
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (71)

を得る．

さらに系 1，定理 2の順定理より情報源が定常無記憶のとき，直ちに

系 2

RCK(D) = min
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (72)

を得る．
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6 まとめ
本研究ではレート・歪み問題の平均規範と CK平均規範について，その関係とレート歪み関
数について考察した．結果として CK 平均規範に着目することで CK 順定理，CK 逆定理を
示し，そこから系 1，系 2を得ることができた．特に CK逆定理に関しては一般情報源に拡張
して証明することができた．本研究では情報源が定常無記憶情報源の場合の CK 平均規範の
レート・歪み関数の数学的表現を求めることができたが，一般情報源におけるレート歪み関数
の数学的表現を求めるには至らなかった．また，今回考察した 2つ以外の規範についても検討
の余地があると考える．
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付録 A 補題１
ここでは，定理 1を証明するのに利用する補題を証明する．
補題 1([4]) 定常無記憶情報源 Xn と,それと相関のある Y n を考える．R, γ を任意に与えら
れた正の定数とする．さらに

Bn(y) ≜
{
x ∈ Xn

∣∣∣∣ 1n log
PXn|Y n(x | y)

PXn(x)
≤ R− γ

}
(73)

とおき，Sn(y)を任意の y ∈ Yn を引数とする Xn の部分集合とすると

1

n
logMn ≤ R (74)

Pr{Xn /∈ Sn(ψn(φn(X
n)))} ≤ Pr{Xn /∈ Bn(Y

n)}+ Pr{Xn /∈ Sn(Y
n)}+ e−nγ (75)

を満たす符号 (φn, ψn)が存在する．ただしMn は符号語数である．
〔証明〕Tn(y) ≜ Bn(y) ∩ Sn(y)とおく．復号語を以下のように順次選んでいく．最初に条件

PXn|Y n(Tn(y) | y) ≥ e−nγ (76)

を満たす任意の y ∈ Y を選びこれを最初の復号語 ψn(1)とする．さらに φ−1
n (1) ≜ Tn(ψn(1))

とおく．以降m ≥ 2に対しm番目の復号語として

PXn|Y n

(
Tn(y) \

⋃
m′<m

φ−1
n (m′)

∣∣∣∣∣y
)

≥ e−nγ (77)

を満たす y ∈ Yn を任意に選び，ψn(m)とする．さらに

φ−1
n (m) ≜ Tn(ψn(m)) \

⋃
m′<m

φ−1
n (m′) (78)

とする．可能な限りこの操作を続け，復号語をMn 個取れたとする．これで符号器 φn と復号
器 ψn が完成した．ここで φ−1

n (m), m = 1, ...,Mn が互いに素であることに注意し

D ≜
⋃
m

φ−1
n (m) (79)

とおく．するとMn の定義より任意の y ∈ Yn に対して

PXn|Y n(Tn(y) \ D | y) < e−nγ (80)

が成り立つことに注意しておく．
以上のように定義された (φn, ψn)符号の性能を評価する．

10



まず符号化レートを調べる．そのために x ∈ φ−1
n (m)となる xを考える．すると φ−1

n (m)

の定義より x ∈ Tn(ψn(m)) となる．さらに Tn(y) の定義より x ∈ Bn(ψn(m)) となるため
Bn(y)の定義より

1

n
log

PXn|Y n(x | ψn(m))

PXn(x)
≤ R− γ (81)

が得られる．即ち x ∈ φ−1
n (m)ならば

PXn(x) ≥ PXn|Y n(x | ψn(m))e−n(R−γ) (82)

が成り立つ．したがって

1 ≥PXn(D) (83)

(79)
= PXn

(⋃
m

φ−1
n (m)

)
(84)

(78)
=
∑
m

PXn(φ−1
n (m)) (85)

=
∑
m

∑
x∈φ−1

n (m)

PXn(x) (86)

(82)

≥
∑
m

∑
x∈φ−1

n (m)

PXn|Y n(x | ψn(m))e−n(R−γ) (87)

=
∑
m

PXn|Y n(φ−1
n (m) | ψn(m))e−n(R−γ) (88)

(77)

≥
∑
m

e−nγ · e−n(R−γ) (89)

=
∑
m

e−nR (90)

=Mne
−nR (91)

となり
1

n
logMn ≤ R (92)

が得られる.

次に式 (75) を導く．x ∈ D とすると, ある m に対して x ∈ φ−1
n (m) となる．したがって

x ∈ Tn(ψn(m))となるので，Tn(y)の定義より x ∈ Sn(ψn(m))となる．一方 φn(x) = mな
ので x ∈ Sn(ψn(φn(x)))となる．したがって

Pr{Xn ∈ D} ≤ Pr{Xn ∈ Sn(ψn(φn(X
n)))} (93)
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といえる．一方,式 (80)により任意の y について

PXn|Y n(Tn(y) | y) = PXn|Y n(Tn(y) ∩ D | y) + PXn|Y n(Tn(y) \ D | y) (94)

≤ PXn|Y n(D | y) + e−nγ (95)

となるので式 (93)の左辺は

Pr{Xn ∈ D} = PXn(D) (96)

=
∑
y

PXnY n(D,y) (97)

=
∑
y

PY n(y)PXn|Y n(D | y) (98)

(95)

≥
∑
y

PY n(y)(PXn|Y n(Tn(y) | y)− e−nγ) (99)

=
∑
y

PY n(y)PXn|Y n(Tn(y) | y)−
∑
y

PY n(y)e−nγ (100)

=
∑
y

Pr{Xn ∈ Tn(Y n), Y n = y} − e−nγ (101)

= Pr{Xn ∈ Tn(Y n)} − e−nγ (102)

= Pr{Xn ∈ Bn(Y
n)かつ Xn ∈ Sn(Y

n)} − enγ (103)

= 1− Pr{Xn /∈ Bn(Y
n)または Xn /∈ Sn(Y

n)} − e−nγ (104)

≥ 1− Pr{Xn /∈ Bn(Y
n)} − Pr{Xn /∈ Sn(Y

n)} − e−nγ (105)

となる．よって式 (93), (105)より

Pr{Xn ∈ Sn(ψn(φn(X
n)))} ≥ 1− Pr{Xn /∈ Bn(Y

n)} − Pr{Xn /∈ Sn(Y
n)} − e−nγ

(106)

となるので

Pr{Xn /∈ Sn(ψn(φn(X
n)))} ≤ Pr{Xn /∈ Bn(Y

n)}+ Pr{Xn /∈ Sn(Y
n)}+ e−nγ (107)

が導かれる．□

付録 B 定理 1の証明
ここでは定理 1を証明する．
定理 1（再掲）平均規範のレート・歪み関数は

R(D) = min
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (108)
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を満たす．
定理 1は順定理と逆定理を示すことで得られる．以下の節では順定理と逆定理をそれぞれ証
明する．

B.1 順定理の証明
平均規範のレート・歪み関数は

R(D) ≤ min
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (109)

を満たす．
〔証明〕D を固定し，任意の γ > 0を考える．ここで

E[d(X,Y )] + γ ≤ D (110)

を満たす任意の Y をとり，その上で
I(X;Y ) + 2γ = R (111)

とおく．XnY n ≜ (X1Y1, X2Y2, · · · , XnYn) を XY の独立同一分布な系列として Xn ≜
(X1, X2, · · · , Xn), Y

n ≜ (Y1, Y2, · · · , Yn)とおく．そこで,

T (1)
n ≜

{
(x,y) ∈ Xn × Yn

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n log
PY n|Xn(y | x)

PY n(y)
− I(X;Y )

∣∣∣∣ < γ

}
(112)

T (2)
n ≜

{
(x,y) ∈ Xn × Yn

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1ndn(x,y)− E[d(X,Y )]

∣∣∣∣ < γ

}
(113)

として Tn ≜ T (1)
n ∩ T (2)

n とおく．XnY n が独立同一分布なので,

1

n
log

PY n|Xn(Y n | Xn)

PY n(Y n)
=

1

n
log

∏n
i=1 PY |X(Yi | Xi)∏n

i=1 PY (Yi)
(114)

=
1

n

n∑
i=1

log
PY |X(Yi | Xi)

PY (Yi)
(115)

となる．式 (115)の右辺の和の中の各項は独立でその期待値は

E
[
log

PY |X(Yi | Xi)

PY (Yi)

]
=
∑
x,y

PXY (x, y) log
PY |X(y | x)
PY (y)

(116)

= I(X;Y ) (117)

であり，分散は有界である*1．T (1)
n の定義に注意して大数の法則*2を適用すれば

Pr{XnY n ∈ T (1)
n } → 1 (n→ ∞) (118)

*1 証明は参考文献 [2]
*2 証明は付録 Cに記載
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を得る．同様にして E[d(X,Y )]が有界ならば

Pr{XnY n ∈ T (2)
n } → 1 (n→ ∞) (119)

を得る．したがって,

Pr{XnY n ∈ Tn} = 1− Pr{XnY n /∈ Tn} (120)

≥ 1− Pr{XnY n /∈ T (1)
n } − Pr{XnY n /∈ T (2)

n } (121)

= 1− (1− Pr{XnY n ∈ T (1)
n })− (1− Pr{XnY n ∈ T (2)

n }) (122)

→ 1 (n→ ∞) (123)

が成立する．ここで

Bn(y) ≜
{
x ∈ Xn

∣∣∣∣ 1n log
PXn|Y n(x | y)

PXn(x)
≤ R− γ

}
(124)

Sn(y) ≜ {x ∈ Xn | (x,y) ∈ T (2)
n } (125)

とおく．ただし式 (124)と式 (73)は同じである．すると補題 1より
1

n
logMn ≤ R (126)

Pr{Xn /∈ Sn(ψn(φn(X
n)))} ≤ Pr{Xn /∈ Bn(Y

n)}+ Pr{Xn /∈ Sn(Y
n)}+ e−nγ (127)

を満たす符号 (φn, ψn)が存在する．式 (127)の右辺の第 1項に関して,式 (124),(112)より,

Pr{Xn ∈ Bn(Y
n)} = Pr

{
1

n
log

PXn|Y n(Xn | Y n)

PXn(Xn)
≤ I(X;Y ) + γ

}
(128)

= Pr

{
1

n
log

PY n|Xn(Y n | Xn)

PY n(Y n)
≤ I(X;Y ) + γ

}
(129)

= Pr

{
1

n
log

PY n|Xn(Y n | Xn)

PY n(Y n)
− I(X;Y ) ≤ γ

}
(130)

≥ Pr

{∣∣∣∣ 1n log
PY n|Xn(Y n | Xn)

PY n(Y n)
− I(X;Y )

∣∣∣∣ < γ

}
(131)

= Pr
{
XnY n ∈ T (1)

n

}
(132)

(118)→ 1 (n→ ∞) (133)

となる．よって

Pr{Xn /∈ Bn(Y
n)} → 0 (n→ ∞) (134)

を得る．また，式 (127)の右辺の第 2項に関して式 (125), (119)より

Pr{Xn ∈ Sn(Y
n)} = Pr{XnY n ∈ T (2)

n } (135)

→ 1 (n→ ∞) (136)
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となる．よって

Pr{Xn /∈ Sn(Y
n)} → 0 (n→ ∞) (137)

を得る．以上より,

Pr{Xn /∈ Sn(ψn(φn(X
n)))} → 0 (n→ ∞) (138)

となる．一方で式 (127)の左辺は式 (125), (113)より

Pr{Xn /∈ Sn(ψn(φn(X
n)))} = Pr{(Xn, ψn(φn(X

n)) /∈ T (2)
n } (139)

= Pr

{∣∣∣∣ 1ndn(Xn, ψn(φn(X
n)))− E[d(X,Y )]

∣∣∣∣ ≥ γ

}
(140)

≥ Pr

{
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n))) ≥ E[d(X,Y )] + γ

}
(141)

したがって式 (138)より

Pr

{
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n))) ≥ E[d(X,Y )] + γ

}
→ 0 (142)

となる．ここで

Un ≜
{
x ∈ Xn

∣∣∣∣ 1ndn(x, ψn(φn(x))) ≤ D

}
(143)

と定義すると dn の期待値は

E
[
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n)))

]
(144)

=
1

n

∑
x

PXn(x)dn(x, ψn(φn(x))) (145)

=
1

n

∑
x∈Un

PXn(x)dn(x, ψn(φn(x))) +
1

n

∑
x/∈Un

PXn(x)dn(x, ψn(φn(x))) (146)

となる．式 (146)の第 1項は

1

n

∑
x∈Un

PXn(x)dn(x, ψn(φn(x))) (147)

≤
∑
x∈Un

PXn(x)D (148)

≤ D (149)
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となる．次に第 2 項を評価する．情報源アルファベットが有限なので d(x, y) の最大値 dmax

が存在する．すると d(x, y) ≤ dmax より， 1
ndn(x,y) ≤ dmax となるので，第 2項は

1

n

∑
x/∈Un

PXn(x)dn(x, ψn(φn(x))) (150)

≤
∑
x/∈Un

PXn(x)dmax (151)

= dmax Pr

{
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n))) > D

}
(152)

≤ dmax Pr

{
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n))) ≥ E[d(X,Y )] + γ

}
(153)

(142)→ 0 (n→ ∞) (154)

となる．以上より

lim sup
n→∞

E
[
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n)))

]
≤ D (155)

を得る．したがって式 (126), (155)より (R,D)は達成可能である．よってレート・歪み関数
R(D)は式 (111)より

R(D) ≤ I(X;Y ) + 2γ (156)

を満たす．さらに式 (110) より条件 E[d(X,Y )] ≤ D − γ を満たすような任意の Y を選んだ
ので

R(D) ≤ inf
Y :E[d(X,Y )]≤D−γ

I(X;Y ) + 2γ (157)

となる．さらに γ > 0は任意であり，式 (157)の右辺は γ に関して連続である*3ため γ → 0

とすれば

R(D) ≤ inf
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (158)

となる．I(X;Y )は Y に関して連続であり*4，下限をとる Y の範囲は閉じているので

R(D) ≤ min
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (159)

が導け，順定理が示された．□

*3 証明は付録 C.5に記載
*4 証明は付録 C.4に記載
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B.2 逆定理の証明
平均規範のレート歪み関数は

R(D) ≤ min
Y :E[d(X,Y )]≥D

I(X;Y ) (160)

を満たす．
〔証明〕定常無記憶情報源X に対してDを固定し，レート・歪み領域の点 (R,D)が達成可能
であるとすると

lim sup
n→∞

E
[
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n)))

]
≤ D (161)

lim sup
n→∞

1

n
logMn ≤ R (162)

となる符号の列 {φn, ψn}∞n=1が存在する．ここで Y n ≜ ψn(φn(X
n)) = (Y

(n)
1 , Y

(n)
2 , · · · , Y (n)

n )

とおくと Y (n) の取りうる値はMn 個なので

logMn ≥ H(Y n) (163)

≥ H(Y n)−H(Y n|Xn) (164)

= I(Xn;Y n) (165)

= H(Xn)−H(xn|Y n) (166)

=

n∑
i=1

H(Xi)−
n∑

i=1

H(Xi|Xi−1Y n) (167)

≥
n∑

i=1

H(Xi)−
n∑

i=1

H(Xi|Y (n)
i ) (168)

=

n∑
i=1

I(Xi;Y
(n)
i ) (169)

となる．さらに確率変数 Qn を導入し，この分布を

PQn
(i) =

1

n
, i = 1, 2, · · · , n (170)
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とする．XY (n) ≜ XQn
Y

(n)
Qn
とおくと,

1

n

n∑
i=1

(Xi;Y
(n)
i ) =

n∑
i=1

PQn(i)I(XQn ;Y
(n)
Qn

|Q = i) (171)

= I(XQn
;Y

(n)
Qn

|Qn) (172)

= H(X|Qn)−H(X|Y (n)Qn) (173)

= H(X)−H(X|Y (n)Qn) (174)

≥ H(X)−H(X|Y (n)) (175)

= I(X;Y (n)) (176)

よって
1

n
logMn ≥ I(X;Y (n)) (177)

を得る．一方で

E
[
1

n
dn(X

n, ψn(φn(X
n)))

]
(178)

= E
[
1

n
dn(X

n, Y n)

]
(179)

=
1

n

n∑
i=1

E[d(Xi, Y
n
i )] (180)

=

n∑
i=1

PQn(i)E[d(XQn , Y
(n)
i )|Qn = i] (181)

= E[d(XQn
, Y

(n)
Qn

)] (182)

= E[d(X,Y (n))] (183)

(184)

したがって

lim sup
n→∞

E[d(X,Y n)] ≤ D (185)

を得る．よって任意の γ > 0 に対して十分大きな全ての nで

E[d(X,Y (n))] ≤ D + γ (186)

(187)

となる．確率変数 Y (n) はこれを満たす．nが十分大きい時
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1

n
logMn ≥ I(X;Y (n)) (188)

≥ min
Y :E[d(X,Y )]≤D+γ

I(X;Y ) (189)

である．lim supn→∞
1
n logMn ≤ Rより

R ≥ min
Y :E[d(X,Y )]≤D+γ

I(X;Y ) (190)

は γ に関して連続で，γ > 0は任意だったので γ → 0とすると

R ≥ min
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (191)

を得る．R(D) = inf{R|(R,D)は達成可能 }より

R(D) ≥ min
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (192)

が導け,逆定理が示された．□

付録 C 定理１の証明の補足
大数の法則の導出のため，Markovの不等式と Chebychevの不等式の証明を行う．

C.1 Markovの不等式
非負値をとる確率変数 Zを考える．このとき任意の a > 0に対して

Pr{Z > a} ≤ E[Z]
a

(193)

が成り立つ．
〔証明〕Z の期待値は

E[Z] =
∑
z

zPZ(z) (194)

=
∑

0≤z≤a

zPZ(z) +
∑
z>a

zPZ(z) (195)

≥
∑
z>a

zPZ(z) (196)

≥
∑
z>a

aPZ(z) (197)

=a
∑
z>a

PZ(z) (198)

=aPr{Z > a} (199)
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と評価される．よって

Pr{Z > a} ≤ E[Z]
a

(200)

を得る．□

C.2 Chebychevの不等式
実数値をとる確率変数 Z を考える．その平均を µ,分散を σ2 とするとき，任意の a > 0に
対して

Pr{| Z − µ |> a} ≤ σ2

a2
(201)

が成り立つ．
〔証明〕Z を (Z − µ)2 に，aを a2 に置き換えると，Markovの不等式より

Pr{(Z − µ)2 > a2} ≤ E[(Z − µ)2]

a2
(202)

となるが，E[(Z − µ)2] = σ2 であるから

Pr{| Z − µ |> a} ≤ σ2

a2
(203)

が導かれる．□

C.3 大数の法則
独立同一分布な実数値確率変数の列 {Zi}∞i=1 を考える．E[Z] = E[Zi]とおく．Zi の分散が
有界ならば任意の γ > 0に対して

lim
n→∞

Pr

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Zi − E[Z]

∣∣∣∣∣ < γ

}
= 1 (204)

が成り立つ．
〔証明〕まず，

E

[
1

n

n∑
i=1

Zi

]
=

1

n

n∑
i=1

E[Zi] = E[Z] (205)

に注意する．さらに V[Z] = V[Zi]とおくと，

V

[
1

n

n∑
i=1

Zi

]
=

1

n2

n∑
i=1

V[Zi] =
1

n
V[Z] (206)
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となる．ここで，Chebychevの不等式より

Pr

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Zi − E[Z]

∣∣∣∣∣ ≥ γ

}
<

V[Z]
nγ2

(207)

となる．したがって

lim
n→∞

Pr

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Zi − E[Z]

∣∣∣∣∣ ≥ γ

}
= 0 (208)

が成り立つ．□

C.4 相互情報量の連続性の証明
定義 5 一般に関数 f(x)が xに関して下に凸とは，0 ≤ ∀λ ≤ 1と ∀x1, ∀x2 に対して

λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≥ f(λx1 + (1− λ)x2) (209)

となることである．

定理 4 式 (6) で定義される I(X;Y ) は PX を固定したとき PY |X に関して下に凸な関数で
ある．

〔証明〕それぞれ X と相関のある Y1, Y2 を考える．さらに X と独立な確率変数 Qを導入し，
その分布を

PQ(1) = λ, PQ(2) = 1− λ (210)

とする．その上で Y = YQ とすれば

PY |X(y|x) = PYQ|X(y|x) (211)

=
∑
i

PYQQ|X(y, i|x) (212)

=
∑
i

PQ(i)PYQ|XQ(y|x, i) (213)

=
∑
i

PQ(i)PYi|X(y|x) (214)

即ち

PY |X = λPY1|X + (1− λ)PY2|X (215)

となる．このとき

I(X;Y |Q) = PQ(1)I(X;Y |Q = 1) + PQ(2)I(X;Y |Q = 2) (216)

= λI(X;Y1) + (1− λ)I(X;Y2) (217)
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となるが，一方で

I(X;Y |Q) = H(X|Q)−H(X|Y Q) (218)

= H(X)−H(X|Y Q) (219)

≥ H(X)−H(X|Y ) (220)

= I(X;Y ) (221)

となるので

λI(X;Y1) + (1− λ)I(X;Y2) ≥ I(X;Y ) (222)

を得る．ここで式 (215)に注意すれば I(X;Y )は下に凸である．□

C.5 γ に関して連続であることの証明
infY :E[d(X,Y )]≤D I(X;Y )が D に関して連続であることを示す．

〔証明〕infY :E[d(X,Y )]≤D I(X;Y )が D に関して下に凸であることを示せば十分である．すな
わち

f(D) = inf
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X;Y ) (223)

として

λf(D1) + (1− λ)f(D2) ≥ f(λD1 + (1− λ)D2) (224)

となればよい．Y1,Y2 を

E[d(X,Y1)] ≤ D1 (225)

E[d(X,Y2)] ≤ D2 (226)

なる確率変数として λ > 0, Qを用いて

PQ(1) = λ (227)

PQ(2) = 1− λ (228)

として Y を Q = iのとき Y = Yi(i = 1, 2)と定めると

E[d(X,Y )] = λE[d(X,Y1)] + (1− λ)E[d(X,Y2)] ≤ λD1 + (1− λ)D2 (229)
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が成り立つ．ここで

λf(D1) + (1− λ)f(D2) = inf
Y1:E[d(X,Y1)]≤D1,Y2:E[d(X,Y2)]≤D2

(λI(X;Y1) + (1− λ)I(X;Y2))

(230)

≥ inf
Y1:E[d(X,Y1)]≤D1,Y2:E[d(X,Y2)]≤D2,Y :E[d(X,Y )]≤λD1+(1−λ)D2

I(X;Y )

(231)

≥ inf
Y :E[d(X,Y )]≤λD1+(1−λ)D2

I(X : Y ) (232)

= f(λD1 + (1− λ)D2) (233)

となる．よって infY :E[d(X,Y )]≤D I(X;Y )は D に関して連続である．□
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