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1 はじめに

競馬とは，騎手が乗った馬の着順を賭け師が予想するギャンブルである．今日，世界各国で

最も人気のあるスポーツのひとつとして親しまれている近代競馬の形態が整えられたのは英国

である．日本での最初の競馬は江戸時代末期にアメリカによって鎖国が解かれ，横浜に設けら

れた外国人居留地で行われたとされている [1]．

競馬における資金の成長率と競馬のエントロピーレートの間には強い双対性が存在する．競

馬だけでなく株式市場における株式投資における資金の成長率と，市場のエントロピーレート

にも双対性が存在している．競馬と株式投資は仕組みが似ているため競馬に対する解析手法は

株式投資を解析する基礎となる．本論文では胴元がオッズを設定し，m 頭が出走するレース

で 1着になる馬を賭け師が予想する競馬を考える．そのもとで賭け師のレース後の資金の成長

率が最大となる賭け方を最適化問題として捉え，その最適解を考える．最適な戦略は [2]で示

されているが，その最適性の証明には不完全な点がある．本論文では最適性の完全な証明を与

え，最適な戦略を求めるアルゴリズムの直感的な解釈を与える．

2 競馬の定式化と基礎的考察

2.1 定式化

本章では文献 [3]に従って競馬を最適化問題として定式化する．本研究では，賭け師はm頭

が出走する競馬のレースで 1着になる馬を予想する．胴元がオッズを設定し，賭け師は自分の

持っている資金のすべてを出走する馬に分配して賭けると仮定する．このとき，bi を馬 iに賭

ける割合，oi を馬 iのオッズとする．ここで bi ≥ 0，oi > 0および
∑

bi = 1が成立する．す

ると，もし馬 iがレースに勝ったならば，賭け師は馬 iに賭けた金額の oi 倍を受け取り，ほか

の馬に賭けた金額は没収される．よって，もし馬 iが勝った場合，賭け師の資金はレース終了

後に bioi 倍となり，これが起こる確率は pi である．記法を簡単にするため，b(i)および bi と

いう記号を同じ意味で用いる．賭け師が複数人いたとしてもオッズは胴元が決めるため賭け師

の戦略への影響はない．

多数の賭け師が参加している競馬を考え，馬 i に対する馬券の売り上げを b′i としたときに

オッズが

b′ioi =
m∑
i=1

b′i (1)
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したがって

m∑
i=1

1

oi
=

m∑
i=1

b′i∑m
i=1 b

′
i

= 1 (2)

を満たすときオッズは公平なオッズであるという．これは，各馬に賭けられた賭け金の全てが

配当金に使用されることを意味する．さらに，劣公平，優公平なオッズをそれぞれ
∑

1
oi

> 1，∑
1
oi

< 1 と定義する．オッズが劣公平とは賭け金の一部が横取りされていることを意味し，

オッズが優公平とは馬券の売り上げより多く配当金が支払われることを意味する．

定義 1 相対的資金 S(X) = b(X)o(X) は馬 X がレースに勝ったときの賭け師の資金の，

レースの前の資金に対する比である．

S(X) = b(X)o(X)は馬 X が勝ったときに賭け師の資金に賭けられる倍率である．賭け師

は自分の資金を再投資できるので，資金は各レースに対する成長率の掛け算で与えられえる．

したがって n回のレースが終わったあとの賭け師の資金が Sn であるとすると，

Sn ≜
n∏

i=1

S(Xi) (3)

が成立する．

定義 2 競馬の倍増レートを

W (b,p) ≜ E[logS(X)] ≜
m∑

k=1

pk log bkok (4)

と定める．

倍増レートと呼ばれる理由は次の定理によって正当化される．レースの結果 X1,X2,. . . は

独立で分布 p(x)に従うとする．このとき賭け

定理 1 の戦略 b を用いる賭け師の資金は倍増レート W (b,p) で指数関数的に増大する．す

なわち

Sn
.
= 2nW (b,p) (5)

が成立する．

倍増レートW (b,p) を最大化するような賭け師の戦略を最適な戦略という．本研究の主題

は最適な戦略 b の導出である．当然ながら，最適な戦略は 1着になる馬の分布 p とオッズに

依存する．一方，自然なシナリオでは賭け師は分布 p を知らない．したがって賭け師は自分

の戦略が最適であるかどうかを知ることはできないし，最適な戦略を導くこともできない．つ
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まり本論文では p を知る者を仮定し，その立場で最適な戦略を考えていることになる．とは

いえ，賭け師が分布 p の推定値 p′ を使い，p′ が真の分布と思って戦略を導くことはできる．

しかし一般に pと p′ は異なるのでこの方法で導いた戦略は最適ではない．本論文では分布の

推定値 p′ を用いる状況は扱わない．

2.2 公平 ·優公平の場合の最適戦略

本節では文献 [3] に従い，オッズが公平な場合と優公平な場合の最適な戦略を導出する．

オッズが公平な場合と優公平な場合は同じ方法で求めることができる．bを
∑

bi = 1 という

制約のもとで動かしてW (b,p) を最大化する．ラグランジュの未定乗数を加え，対数の底を

変更すると

J(b) =
m∑
i=1

pi ln bioi + λ

(
m∑
i=1

bi − 1

)
(6)

となる．J(b)を bi で偏微分すると

∂J

∂bi
=

pi
bi

+ λ (7)

となる．最大値を求めるため偏導関数を 0とすると

bi = −
pi
λ

(8)

となる．この bi を式 (8)に代入すると

m∑
i=1

−pi
λ

= 1 (9)

− 1

λ
= 1 (10)

λ = −1　 bi = pi (11)

となる．以上より b=p が関数 J(b) の停留点であることが分かった．この点が最大値である

こと示す．エントロピー H(p)，ダイバージェンス D(p∥b)を

H(p) = −
∑

pi log pi (12)

D(p||b) =
∑

pi log
pi
bi

(13)
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とすると

W (b,p) =
∑

pi log bioi (14)

=
∑

pi log

(
bi
pi
pioi

)
(15)

=
∑

pi log oi −
∑

pi log
1

pi
−
∑

pi log
pi
bi

(16)

=
∑

pi log oi −H(p)−D(p||b) (17)

≤
∑

pi log oi −H(p) (18)

となる．この式を見ると明らかに最大値は b=pの場合であり，またその場合に限ることが分

かる．

上記の解析では，賭け師がすべての資金を賭けに投資することを前提としていた．ところが

実際は賭け師は資金の一部を投資せずに保持することもできる．実のところ，オッズが公平・

優公平の場合は資金の一部を保持できたとしてもこの賭け方は最適である．

2.3 劣公平の場合の基礎的考察

オッズが劣公平の場合，レースの運営者がすべての賭けから賭け金の一部を横取りするた

め，賭け師が損をする可能性が高くなる．そのため賭け師が所持金の一部のみを賭けに使い，

残りを現金で取っておく戦略を検討する．現金で手元にとっておく資金の割合を b(0) とす

る．はじめに，少額 ε>0を 1頭の馬に賭ける場合にどの馬 j に賭けるべきかを考える．まず

b(0) = 1− ε，b(j) = εとする．馬X が勝ったときに賭け師の資金に掛けられる倍率 S(X)は

S(X) = b(0) + b(X)o(X) (19)

= 1− ε+ εo(j)1{X = j} (20)

となる．倍増レートは

W (b,p) = E[logS(X)] (21)

= E[log (1− ε+ εo(j)1{X = j}] (22)

=

m∑
i=1

log (1− ε+ εo(j)1{i = j}) · p(i) (23)

=
∑
i ̸=j

log (1− ε) · p(i) + log (1− ε+ εo(j)) · p(j) (24)

= log (1− ε) · (1− p(j)) + log (1− ε+ εo(j)) · p(j) (25)
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となる．この値が最大となる馬 j を考える．賭け師が得するためにはW (b,p) > 0である必

要があるのでW (b,p) > 0として式変形すると

log (1− ε) · (1− p(j)) + log (1− ε+ εo(j)) · p(j) > 0 (26)

{log (1 + ε(o(j)− 1)− log (1− ε)}p(j) + log (1− ε) > 0 (27)

p(j) +
log (1− ε)

log (1 + ε(o(j)− 1))− log (1− ε)
> 0 (28)

となる．ε→0とすると，ロピタルの定理より

p(j) + lim
ε→0

1
1−ε

o(j)−1)
1+ε(o(j)−1) +

1
1−ε

= p(j)− 1

o(j)− 1 + 1
= p(j)− 1

o(j)
(29)

となる．よって，少額 ε>0を１頭に賭けるならば，p(j)− 1
o(j) が最大となる馬 j に賭けるの

が最適であるとわかる．

次に，少額 ε>0 を馬 j1 に α1ε，馬 j2 に α2ε を賭ける場合を考える．まず b(0) = 1 − ε，

b(j1) = α1ε，b(j2) = α2ε，α1 + α2 = 1とする．馬X が勝ったときに賭け師の資金に掛けら

れる倍率 S(X)は

S(X) = b(0) + b(X)o(X) (30)

= 1− ε+ α1εo(j1)1{X = j1}+ α2εo(j2)1{X = j2} (31)

となる．倍増レートは

W (b,p)= lim
n→∞

1

n
logSn = E[logS(X)] (32)

=E[log (1− ε+ α1εo(j1)1{X = j1}+ α2εo(j2)1{X = j2}] (33)

=

m∑
i=1

log (1− ε+ α1εo(j1)1{i = j1}+ α2εo(j2)1{i = j2}) · p(i) (34)

=log(1−ε)·(1−p(j1)−p(j2))+log{1+ε(α1o(j1)−1)}·p(j1)+log{1+ε(α2o(j2)−1)}·p(j2)
(35)

=log {1 + ε(α1o(j1)− 1)}·p(j1) + log {1 + ε((1− α1)o(j2)− 1)}·p(j2) (36)

となる．倍増レートが最大となる α1，α2 を求めるため

log {1 + ε(α1o(j1)− 1)} · p(j1) + log {1 + ε(α2o(j2)− 1)} · p(j2) = 0 (37)

として両辺を α1 で微分すると

εo(j1)p(j1)

1 + ε(α1o(j1)− 1)
− εo(j1)p(j2)

1 + ε{(1− α1)o(j2)− 1}
= 0 (38)

εo(j1)p(j1){1 + ε{(1− α1)o(j2)− 1} − εo(j2)p(j2){1 + ε(α1o(j1)− 1}
{1 + ε(α1o(j1)− 1}{1 + ε{(1− α1)o(j2)− 1}

= 0 (39)

ε2o(j1)o(j2)α1(p(j1) + p(j2)) = (1− ε)εo(j1)p(j1) + ε2o(j1)p(j1)o(j2)− (1− ε)εo(j2)p(j2)
(40)
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となる．よって

α1 =
(1− ε)o(j1)p(j1) + εo(j1)p(j1)o(j2)− (1− ε)o(j2)p(j2)

εo(j1)o(j2)(p(j1) + p(j2))
(41)

α2 = 1− α1 =
−(1− ε)o(j1)p(j1) + εo(j1)p(j1)o(j2) + (1− ε)o(j2)p(j2)

εo(j1)o(j2)(p(j1) + p(j2))
(42)

となる．α1 は o(j1)p(j1) > o(j2)p(j2)ならば εが小さいとき α1 ≫ 1となるが，この場合は

馬 j1 のみに賭けるのがよいと思われる．

この手順で賭ける馬の数を増やし一般化することは困難である．次章では最適解を求めるア

ルゴリズムについて論ずる．

3 最適解を求めるアルゴリズムとその最適性

オッズが公平・優公平の場合の最適解は簡単な式で表された．一方，オッズが劣公平の場

合，最適解は閉じた式で表すことはできないが，最適解を導くアルゴリズムは存在する．その

アルゴリズムは文献 [2]で紹介されているが，その最適性の証明は厳密には完全ではない．本

章ではアルゴリズムを紹介し，最適性の完全な証明を与える．さらにアルゴリズムの直感的解

釈を試みる．

3.1 最適解を求めるアルゴリズム

最適な戦略 b は次のように求めることができる． ただし，

　 p1o1 ≥ p2o2 ≥ · · · ≥ pmom

とする．

Step1. k = 0とする．

Step2.

Ck =
1−

∑k
i=1 pi

1−
∑k

i=1
1
oi

(43)

とおく．

Step3.

0 < Ck < p
k+1ok+1 (44)

ならば　 k ← k + 1 として Step2に戻る．

Step4. t = k とおく．
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Step5.

b0 = Ct (45)

i = 1, 2, · · · , t に対して

bi = pi −
Ct

oi
(46)

i = t+ 1, t+ 2, · · · ,m に対して

bi = 0 (47)

とする．

3.2 最適性の証明

このアルゴリズムの Ckの分母が常に正になること 及び i = 1, 2, · · · , t に対して bi > 0 に

なることについて文献 [2] には明記されていないため，最適性の証明は厳密には完全ではな

い．そのため本節ではこれらを証明し，文献 [2]を補ったもとでアルゴリズムで得られる bが

最適であることを示す．まず，得られた解が最適であることを判定するために次の定理を準備

する．

定理 2 αが確率ベクトルであるとき，f(α)が R上で α = (α1, · · · , αk)の凸関数であると

する．
∂f(α)

∂αk
はR上で定義でき，連続である．ただし lim

αk→0

∂f(α)

∂αk
→ 0となる場合を除く．

このとき，f(α)が R のある点 α = (α1, . . . , αk)で最大値をとるための必要十分条件は，あ

る実数 λが存在して

∂f(α)

∂αk
= λ : αk > 0であるような kに対して

∂f(α)

∂αk
≤ λ : αk = 0であるような kに対して

(48)

となることである [4]．この条件を Kuhn-Tucker条件（KT条件）という．

定理 2の証明については文献 [4]を参照されたい．

定理 3 3.1節のアルゴリズムで求まる bは KT条件を満たす．

(証明)まず

　
1

o1
< 1,

1

o1
+

1

o2
< 1, · · · ,

d−1∑
i=1

1

oi
< 1,

d∑
i=1

1

oi
≥ 1 (49)
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となるような一意な dが定まることに注意する．すると

　
d∑

i=1

1

oi
=

d−1∑
i=1

1

oi
+

1

od
≥ 1 (50)

なので

Cd−1 =
1−

∑d−1
i=1 pi

1−
∑d−1

i=1
1
oi

≥
∑m

i=d pi
1
od

= od

m∑
i=d

pi ≥ pdod (51)

(52)

となる．ゆえに

Cd−1 ≥ pdod (53)

となる．よって Step3，Step4より

t ≤ d− 1 (54)

となる．これは k ≥ 1の Step2における Ck の分母が常に正であることを示している．また，

d ≤ mであることに注意すれば t < mが言える．

次に，t ≥ 1に対し，i = 1, 2, · · · , tのときに bi > 0になることを示す． bi は

bi =
1

oi
(pioi − Ct) ≥

1

oi
(ptot − Ct) (55)

である． また，ptot > Ct−1 であることから t ≥ 1に対し

Ct−1 − Ct = Ct−1 −
1−

∑t
i=1 pi

1−
∑t

i=1
1
oi

(56)

= Ct−1 −
ot(1−

∑t−1
i=1 pi)− ptot

ot(1−
∑t−1

i=1
1
oi
)− 1

(57)

> Ct−1 −
ot(1−

∑t−1
i=1 pi)− Ct−1

ot(1−
∑t−1

i=1
1
oi
)− 1

(58)

=
Ct−1{ot(1−

∑t−1
i=1

1
oi
)− 1} − ot(1−

∑t−1
i=1 pi) + Ct−1

ot(1−
∑t−1

i=1
1
oi
)− 1

(59)

=
ot(1−

∑t−1
i=1 pi)− Ct−1 − ot(1−

∑t−1
i=1 pi) + Ct−1

ot(1−
∑t−1

i=1
1
oi
)− 1

(60)

= 0 (61)
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が成り立つ．したがって，bi は

bi ≥
1

oi
(ptot − Ct) >

1

oi
(ptot − Ct−1) > 0 (62)

であるから， t ≥ 1に対し，i=1, 2, · · · , tのときに bi > 0になる．

bが KT条件を満たすことを確認する． b0 は b0 ≥ 0なので

　
m∑
i=1

pi
b0 + bioi

− 1 =

t∑
i=1

pi
Ct + pioi − Ct

+

m∑
i=t+1

pi
Ct
− 1 (63)

=
t∑

i=1

1

oi
+

1−
∑t

i=1
1
oi

1−
∑t

i=1 pi
× (1−

t∑
i=1

pi)− 1 (64)

= 1− 1 (65)

= 0 (66)

より KT条件を満たす．

1 ≤ i ≤ tにおける bi は　

bi = pi −
Ct

oi
=

1

oi
(oipi − Ct) > 0 (67)

であり，t+ 1 ≤ i ≤ m における bi は bi=0 なので

pioi
b0 + bioi

− 1 =
pioi

Ct + pioi − Ct
− 1 (68)

= 1− 1 (69)

= 0 (70)

より KT条件を満たす．□

3.3 アルゴリズムの解釈

このアルゴリズムの t の決め方と b の決め方の t = 2 となる例を図 1，図 2 に示

す．どちらのグラフも縦軸が p，横軸が 1
o を表している．pkok = pk

1
ok

より，pkok は点(
1−

∑k
i=1 pi, 1−

∑k
i=1

1
oi

)
と点

(
1−

∑k−1
i=1 pi, 1−

∑k−1
i=1

1
oi

)
を端点とする傾き pk

1
ok

の線

分とみなすことができる．図 1はアルゴリズムに従って Ckと pk+1ok+1 の線分の傾きを比較

し，C2 > p3o3 から t = 2に決まることを示している．図 2は C2 を傾き C2 の直線とし，C ′
2

を C2 と平行な直線としたとき，横軸が 1のときの C0 と C ′
2 の差が b1，C ′

2 と C2 の差が b2，

C2 が b0 であることを表している．
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図 1 アルゴリズムの tの決め方
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図 2 アルゴリズムの bの決め方
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4 まとめ

本研究では，胴元が設定したオッズに対し，m頭が出走する競馬のレースで 1着になる馬を

予想する際の賭け師の最適な戦略を示した．その際 [2]の最適なアルゴリズムには明記されて

いない点の証明を行い，それらを補ったもとでアルゴリズムの最適性の証明を示した．また，

アルゴリズム tの決め方と bの決め方を図を用いて示した．
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