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1 はじめに

CEO問題とはノイズを含んだ情報を観測した者がそれぞれ独立に符号を送信する際に通信

が成立しうるレートと歪みの関係を導くことを目的とした問題であり,実用的には多数のセン

サを用いたセンサネットワークへの応用が期待できる. 本研究ではレート歪み理論を応用し,

単一の正規分布入力に対し正規分布のノイズが加えられたときのレートと入出力間の二乗誤差

歪みの関係を考えた. その結果, 特殊な条件を与えたもとでレートと歪みの関係について達成

可能領域の内界と外界を導いた.

2 CEO問題の概要

まず CEO問題の設定について述べる.CEOがエージェントを用いてある情報を得ようと

する.エージェントはそれぞれ独立に情報を観測するが,正確には観測ができずいくらかノイ

ズを含んだ形で得られる.そして得た情報は CEOへ向けてそれぞれ独立に送信されその情報

の中から CEOが情報を得る.

CEO問題は図 1に示すようなモデルで表すことができる. 情報源 X に対しそれぞれ独立

なノイズ N が加えられた L 個の信号 X̃ = X + N を ‖ϕn‖ 個の符号語を持つ符号で符号化

しレート Rで伝送しあるシンボル X̂ を復号する. このとき, レート Rに対し通信を実現しう

る X と X̂ の歪みD の関係について考える. CEO問題は 1996年に Bergerら [1]によって提

起され, 離散無記憶情報源に対し無数の通信路で無歪み伝送を行うような有限のレートが存在

しないことと,無数の通信路と無限のレートにおける無歪み伝送の漸近的ふるまいを決定した.

その後,連続情報源に対し同様の結果をViswanathanら [2]が求めた. 本研究では図 2に示す

通り正規分布に従い発生する情報源に対し正規分布に従うようなノイズが含まれる単一の観測

を行った場合について考える. 以下にて論文中で用いる設定や記号について定義する. 用いた

記号については付録 Bにまとめる.

2.1 情報源,ノイズ,出力シンボルの定義

情報源 X は正規分布 N (0, σ2
X)に従って生じる任意の実数値とする. また, 長さ n の系列

を Xn = X1X2 . . . Xn と表す.

観測する際に生じるノイズ N は情報源とは独立であり正規分布N (0, σ2
N ) に従うとする.

さらに観測した値を X̃ = X + N ∼ N (0, σ2
X + σ2

N ), X̃1 = X1 +N1, X̃
n = X̃1 X̃2 . . . X̃n

と表す.

観測した値 X̃ は符号器 ϕn にて符号化し復号器 ψn で復号される.この復号されたシンボル
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情報源X
+

+

ノイズN2

符号器ϕ2

X̃2 = X +N2 +
+
+

+
R2

ψ
R =

∑L
i=1 Ri 出力X̂

+
+

ノイズN1

符号器ϕ1

X̃1 = X +N1

R1

+
+

ノイズNL

符号器 ϕL

X̃L = X +NL RL

図 1 一般の場合の CEO問題の概要図

情報源X ∼ (0, σ2
X)

+
+

ノイズN ∼ (0, σ2
N )

符号器ϕ
X̃ = X +N

復号器ψ
ϕ(X̃) ψ(ϕ(X̃)) X̂

図 2 X,N が正規分布に従い L = 1と考えた場合の CEO問題の概要図

を出力シンボル X̂ = ψ(ϕ(X̃)), X̂n = ψ(ϕ(X̃n))とする.

2.2 歪みの定義

この論文において歪みはすべて二乗誤差歪みを考える. 入力値を X 出力値を X̂ としたと

き, その歪みを d(X, X̂) = (X − X̂)2 とする.

また 2つの系列Xn = X1X2 . . . Xn, X̂
n = X̂1X̂2 . . . X̂n の間の平均歪みを

dn(X
n, X̂n) =

1

n

n
∑

i=1

d(Xi, X̂i) (2.1)

と定義する.
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2.3 符号器と復号器の定義

符号器 ϕn は入力されたシンボル X̃n ∈ R
n を ‖ϕn‖ 個の符号語を持つ符号で符号化する.

復号器 ψn は符号器より受け取ったシンボルをあらかじめ定められたコードブック C に従いそ

れぞれに対応する X̂n ∈ R
n へ復号する.

2.4 達成可能性の定義

符号器 ϕn, 復号器 ψn に対し

lim sup
n→∞

1

n
log ‖ϕn‖ ≤ R (2.2)

lim sup
n→∞

E

[

dn(X
n, X̂n)

]

≤ D (2.3)

をそれぞれ満たすようなレート Rと歪み D が存在するとき (R,D)は達成可能であるという.

ただし, X̂n = ψn(ϕn(X̃
n))である. また, 達成可能な (R,D)の組からなる領域を達成可能領

域と定義する.

2.5 相互情報量の定義

この論文中で扱う対象は入力が連続値で出力が離散値であるようなシステムであることか

ら入出力間の相互情報量を以下のように定義する.

X を連続確率変数, Y を離散確率変数とし X と Y の同時分布を PXY (x, y)とする.このと

き相互情報量を

I(X ;Y ) ≡

∫

x

∑

y

PXY (x, y) log
PXY (x, y)

PX(x)PY (y)
dx (2.4)

と定義する.

また,

PX(x) ≡
∑

y

PXY (x, y) (2.5)

PY (y) ≡

∫

x

PXY (x, y)dx (2.6)

とする. ここで PX(x)は連続値, PY (y)は離散値である.

さらにX を連続確率変数, Y, Z を離散確率変数とした時の相互情報量を

I(X ;Y, Z) ≡

∫

x

∑

y

∑

z

PXY Z(x, y, z) log
PXY Z(x, y, z)

PX(x)PY Z(y, z)
dx (2.7)

3



と定義する.

相互情報量の定義を改めたことによって論文中で用いるエントロピーや確率に関する諸定理

が成立することを付録 A-3,A-4,A-5に示す.

3 CEO問題

本研究の成果として 0 ≤ E[NX̂ ] ≤ σ2
N という条件を付加することによりレート歪み関数

R(D)は
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D + σ2
N

≤ R(D) ≤
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D − σ2
N

(3.1)

で表す領域に存在するということが示された. 以下より逆定理, 順定理の順でこの結果を導く.

3.1 CEO問題 逆定理

定理 1 (CEO問題 逆定理) 入力ノイズN 出力 X̂ に対し, 0 ≤ E[NX̂]が成り立つならば

R(D) ≥ inf
X̂:E[d(X̃,X̂)]≤D+σ2

N

I(X̃ ; X̂) (3.2)

が成り立つ.

(証明) 基本的な証明の流れは通常のレート歪み逆定理 (付録 A-1)と同様である. 式 (A.2)に

対し入力情報源を X̃n (X̃i = Xi +Ni)と考えると式 (A.9)と同様にして

1

n
log ‖ϕn‖ ≥ I(X̃Qn

; X̂Qn
) (3.3)

が得られる.ここで Qn ∈ {1, . . . , n}, PQn
(i) = 1

n である.

次に歪みについて考える. 同様に式 (A.10)の入力を X̃ と考えると

E

[

d(X̃Qn
, X̂Qn

)
]

= E

[

dn(X̃
n, X̂n)

]

(3.4)

であり, 歪み d(X̃i, X̂i)は

d(X̃i, X̂i) = (X̃i − X̂i)
2

= (Xi +Ni − X̂i)
2

= (Xi − X̂i)
2 + 2Ni(Xi − X̂i) +N2

i

(3.5)
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であるから

E

[

dn(X̃
n, X̂n)

]

=
1

n

n
∑

i=1

E

[

d(X̃i, X̂i)
]

=
1

n

n
∑

i=1

E

[

(Xi − X̂i)
2 + 2Ni(Xi − X̂i) +N2

i )
]

=
1

n

n
∑

i=1

{

E

[

(Xi − X̂i)
2
]

+ 2E [NiXi]− 2E[NiX̂i] + E
[

N2
i

]

}

(3.6)

となる.入力Xiと入力ノイズNiはそれぞれ独立であることから E [NiXi] = E [Ni]E [Xi] = 0

であり 0 ≤ E[NX̂]を用いると

E

[

dn(X̃
n, X̂n)

]

≤ E

[

dn(X
n, X̂n)

]

+ σ2
N (3.7)

であるから

lim sup
n→∞

E

[

dn(X̃
n, X̂n)

]

≤ lim sup
n→∞

E

[

dn(X
n, X̂n)

]

+ σ2
N

≤ D + σ2
N

(3.8)

となり, 式 (3.4)とあわせると

lim sup
n→∞

E

[

dn(X̃Qn
, X̂Qn

)
]

　 ≤ D + σ2
N (3.9)

を得る. これは式 (A.11)に対応する. 以降は付録 A-1と同様にして

R(D) ≥ inf
X̂:E[d(X̃,X̂)]≤D+σ2

N

I(X̃ ; X̂) (3.10)

が得られる. ✷

ここで, 情報源X とノイズN がともに正規分布であることを使って,式 (3.8)の右辺の閉じ

た形を求める. まず, E[d(X̃, Y )] ≤ D + σ2
N を満たす任意の連続確率変数 Y を考える.すると
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Y ∼ N (0, σ2
X −D)

+
+

Ñ ∼ N (0, D)

+
+

情報源 X ∼ N (0, σ2
X)

ノイズ N ∼ N (0, σ2
N )

X̃ = X +N

図 3 Y ∼ N (0, σ2

X −D), Ñ ∼ N (0, D)としX = Y + Ñ としたときの Y と X̃ の関係

相互情報量 I(X̃ ;Y )は

I(X̃ ;Y ) = h(X̃)− h(X̃ |Y )

=
1

2
log 2πe(σ2

X + σ2
N )− h(X̃ − Y |Y )

≥
1

2
log 2πe(σ2

X + σ2
N )− h(X̃ − Y )

≥
1

2
log 2πe(σ2

X + σ2
N )− h(N (0,E[d(X̃, Y )]))

(正規分布がエントロピーを最大にすることから)

=
1

2
log 2πe(σ2

X + σ2
N )−

1

2
log 2πe(E[d(X̃, Y )])

≥
1

2
log 2πe(σ2

X + σ2
N )−

1

2
log 2πe(D + σ2

N )

=
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D + σ2
N

(3.11)

と評価されるので

inf
Y :E[d(X̃,Y )]≤D+σ2

N

I(X̃, Y ) ≥ inf
Y :E[d(X̃,Y )]≤D+σ2

N

1

2
log

σ2
X + σ2

N

D + σ2
N

=
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D + σ2
N

(3.12)

となる.

次にX = Y + Ñ ∼ N (0, σ2
N )となるよう互いに独立な確率変数Y ∼ N (0, σ2

X −D), Ñ ∼

N (0, D)を考える. このときのモデルを図 3に示す.

まず, この Y について

E[d(X̃, Y )] = E[d(X̃, Y )]

= E[d(Y + Ñ +N, Y )]

= E[(Y + Ñ +N − Y )2]

= E[(Ñ +N)2]

= D + σ2
N

(3.13)
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が成り立つことから Y は E[d(X̃, Y )] ≤ D + σ2
N を満たす. この Y について相互情報量

I(X̃ ;Y )を計算すると

I(X̃;Y ) = h(X̃)− h(X̃|Y )

= h(X̃)− h(X̃ − Y |Y )

= h(X̃)− h(Ñ +N |Y )

= h(X̃)− h(Ñ +N)

(Y は N, Ñそれぞれに対し独立であるから)

=
1

2
log 2πe(σ2

X + σ2
N )−

1

2
log 2πe(D + σ2

N )

=
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D + σ2
N

(3.14)

となる. したがって

inf
Y :E[d(X̃,Y )]≤D+σ2

N

I(X̃, Y ) ≤
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D + σ2
N

(3.15)

が成り立つ. 式 (3.12), (3.15)より, 式 (3.10)の右辺の閉じた形として

inf
Y :E[d(X̃,Y )]≤D+σ2

N

I(X̃, Y ) =
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D + σ2
N

(3.16)

が得られる. さらに, 式 (3.16)を式 (3.10)に代入して

1

2
log

σ2
X + σ2

N

D + σ2
N

≤ R(D) (3.17)

を得る. したがって, 式 (3.1)の左側の不等式が示された.

3.2 CEO問題 順定理

定理 2 (CEO問題 順定理) 入力ノイズN 出力 X̂ に対し E[NX̂ ] ≤ σ2
N が成り立つならば

R(D) ≤ inf
X̂:E[d(X̃,X̂)]≤D−σ2

N

I(X̃; X̂) (3.18)

が成り立つ.

(証明) 基本的な証明の流れは通常のレート歪み理論の順定理 (付録 A-2)と同様である. 任意

の γ > 0を考え E[d(X̃, Y )] ≤ D − σ2
N となる任意の Y に対して R ≡ I(X̃, Y ) + 2γ とする.

さらに復号語数をMn ≡ enR = en(I(X̃;Y )+2γ) とし Y n の分布に従いランダム符号化によって

復号語を生成する.
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生成した符号器 ϕn と復号器 ψn の性能を評価する. 式 (A.27)と同じく X̂n = ψn(ϕn(X̃
n))

とおいて P̄
(n)
e (u)を

P̄ (n)
e (u) = Pr

{

dn(X̃
n, X̂n > u)

}

(3.19)

定義すると式 (A.60)と同様に

lim sup
n→∞

E

[

dn(X̃
n, X̂n)

]

≤ D − σ2
N (3.20)

が得られる.

一方, 式 (3.5)を変形すると

d(Xi, X̂i) = d(X̃i, X̂i)− 2Ni(Xi − X̂i)−N2
i (3.21)

であるから

E

[

dn(X
n, X̂n)

]

=
1

n

n
∑

i=1

E

[

d(Xi, X̂i)
]

=
1

n

n
∑

i=1

E

[

d(X̃i, X̂i)− 2Ni(Xi − X̂i)−N2
i

]

=
1

n

n
∑

i=1

{

E

[

(X̃i − X̂i)
2
]

− 2E [NiXi] + 2E[NiX̂i]− E
[

N2
i

]

}

(3.22)

となる.入力Xiと入力ノイズNiはそれぞれ独立であることから E [NiXi] = E [Ni]E [Xi] = 0

であり E[NX̂] ≤ σ2
N を用いると

E

[

dn(X
n, X̂n)

]

≤
1

n

n
∑

i=1

{

E

[

d(X̃i, X̂i) + 2σ2
N − σ2

N

]}

=
1

n

n
∑

i=1

E

[

d(X̃i, X̂i)
]

+ σ2
N

= E

[

dn(X̃
n, X̂n)

]

+ σ2
N

(3.23)

が得られる. 式 (3.20),(3.23)より符号の歪みに関する評価として

lim sup
n→∞

E

[

dn(X
n, X̂n)

]

≤ D (3.24)

が得られる.

次に符号の符号化レートに関しては式 (A.61)と同様に

lim sup
n→∞

1

n
log ‖ϕn‖ ≤ R (3.25)
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が成り立つので (R,D)は達成可能である. R = I(X̃, Y ) + 2γ だったことから

R(D) ≤ I(X̃, Y ) + 2γ (3.26)

を得る. Y は E

[

d(X̃, Y )
]

≤ D − σ2
N を満たす任意の確率変数だったので

R(D) ≤ inf
Y :E[d(X̃,Y )]≤D−σ2

N

I(X̃;Y ) + 2γ (3.27)

が成り立ち, γ > 0は任意であったことから

R(D) ≤ inf
Y :E[d(X̃,Y )]≤D−σ2

N

I(X̃;Y ) (3.28)

が得られる. ✷

ここから, 情報源X とノイズ N がともに正規分布であることを使って,式 (3.18)の右辺の

閉じた形を求める．まず, E[d(X̃, Y )] ≤ D− σ2
N を満たす任意の連続確率変数 Y を考える. 相

互情報量 I(X̃ ;Y )が達成可能であることを逆定理の場合と同様に評価すると

I(X̃;Y ) ≥
1

2
log 2πe(σ2

X + σ2
N )−

1

2
log 2πe(E[d(X̃, Y )])

≥
1

2
log 2πe(σ2

X + σ2
N )−

1

2
log 2πe(D − σ2

N )

=
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D − σ2
N

(3.29)

が言えるので

inf
Y :E[d(X̃,Y )]≤D−σ2

N

I(X̃, Y ) ≥ inf
Y :E[d(X̃,Y )]≤D−σ2

N

1

2
log

σ2
X + σ2

N

D − σ2
N

=
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D − σ2
N

(3.30)

となる.

次に X = Y + Ñ ∼ N (0, σ2
N ) となるよう互いに独立な確率変数 Y ∼ N (0, σ2

X − D +

2σ2
N ), Ñ ∼ N (0, D − 2σ2

N )を考える. このときのモデルを図 4に示す.

まずこの Y について

E[d(X̃, Y )] = E[d(X +N, Y )]

= E[d(Y + Ñ +N, Y )]

= E[(Y + Ñ +N − Y )2]

= E[(Ñ +N)2]

= D − σ2
N

(3.31)
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Y ∼ N (0, σ2
X −D + 2σ2

N)
+

+

Ñ ∼ N (0, D − 2σ2
N )

+
+

情報源 X ∼ N (0, σ2
X)

ノイズN ∼ N (0, σ2
N )

X̃ = X +N

図 4 Y ∼ N (0, σ2

X −D + 2σ2

N ), Ñ ∼ N (0, D − 2σ2

N )とし

X = Y + Ñ としたときの Y と X̃ の関係

であるから Y は E[d(X̃, Y )] ≤ D − σ2
N を満たす. この Y について相互情報量 I(X̃ ;Y )を計

算すると

I(X̃;Y ) = h(X̃)− h(X̃|Y )

= h(X̃)− h(X̃ー Y |Y )

= h(X̃)− h(Ñ +N |Y )

= h(X̃)− h(Ñ +N)

(Y は N, Ñそれぞれに対し独立であるから)

=
1

2
log 2πe(σ2

X + σ2
N )−

1

2
log 2πe(D − σ2

N )

=
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D − σ2
N

(3.32)

が得られる. したがって

inf
Y :E[d(X̃,Y )]≤D−σ2

N

I(X̃, Y ) ≤
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D − σ2
N

(3.33)

が成り立つ. 式 (3.30), (3.33)より, 式 (3.28)の右辺の閉じた形として

inf
Y :E[d(X̃,Y )]≤D−σ2

N

I(X̃, Y ) =
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D − σ2
N

(3.34)

が得られる. 式 (3.34)を式 (3.28)に代入して

R(D) ≤
1

2
log

σ2
X + σ2

N

D − σ2
N

(3.35)

を得る. したがって, 式 (3.1)の右側の不等式が示された.

4 考察

順定理, 逆定理によって得た関数に対しそれぞれ σ2
X = 1, σ2

N = 0.09 を代入したときの

D,R(D)グラフを図 5に示す.図中実線が順定理によって得た結果であり実線より右上の領域
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図 5 σ2

X = 1, σ2

N = 0.09としたときのレート歪み達成領域

が達成可能領域,すなわち内界である.破線が逆定理によって得た結果であり破線より左下の

領域が達成不可能な領域,すなわち外界を表す.実線と破線の間の領域は達成可能であるかど

うかわからない.得た結果からは判別不能な領域である.

さらに, 式 (3.1)からわかることについて考察する.式 (3.1)を変形すると

σ2
X + σ2

N

D + σ2
N

≤2R ≤
σ2
X + σ2

N

D − σ2
N

∴ 2−R(σ2
X + σ2

N )− σ2
N ≤D ≤ 2−R(σ2

X + σ2
N ) + σ2

N

(4.1)

が得られる. レート Rについて極限 R → ∞を考えると,

−σ2
N ≤ D ≤ σ2

N (4.2)

となり, 二乗誤差歪みであることからD ≥ 0であることを考慮すると,

0 ≤ D ≤ σ2
N (4.3)

である. R → ∞という条件は符号器が受け取った情報をそのまま伝送したとみなすことがで

き, その場合に外部からのノイズ分だけ歪みが生じるという直観的な見解と矛盾しない.

次に, 関数を決定できなかった理由について考える.関数を決定することができなかったの

は式 (3.5),(3.23)において歪みに関する不等式を 0 ≤ E[NX̂] ≤ σ2
N という条件なしに導出で

きなかったことに由来する.歪みについて解くことができなかった一番の理由は二乗誤差歪み

が優加法的な性質を持っていたことである. エージェント一人に対するCEO問題をレート歪

11



み理論に適用するとレート歪み理論における符号器復号器間の歪みを E[d(X̃, X̂)] で表さな

ければならない. 達成可能の条件式 (2.3)を用いて CEO問題における符号器復号器間の歪み

E[d(X̃, X̂)]を表すことを考える.歪み測度が優加法的であることを考慮すると考えられる歪み

の式の例として

E[d(X̃, X̂)] ≥ E[d(X, X̂)] + E[d(X, X̃)] (4.4)

となる場合がある. このとき符号器復号器間の歪みを抑える形で式を表すことができず, 式

(3.2), (3.18)などが成り立たなかった.しかし, 0 ≤ E[NX̂ ] ≤ σ2
N という条件を加えることに

よってレート歪み関数を決定することまではできなかったがある範囲内まで絞り込むことがで

きた.

また E[NX̂ ]について触れておく. 達成可能性を表す数式を導くためにこの値について条件

を加えた. 数式の上ではノイズと出力の積の期待値であるがこの値が工学的にどのような意味

を持つのかわからず, 今回用いたような 0 ≤ E[NX̂] ≤ σ2
N という条件を満たす符号器復号器

の組が存在するかどうかもわからない. 今後同様の問題を考えるとすると E[NX̂]を決定する

必要があるが現在の問題設定下では Y は N に対し独立でないこと以外に Y に対する条件を

ほぼ与えていないことから数値を特定することは難しいと考えられる.

最後に今回の結果をより一般の場合, すなわちエージェントが一般の L 人の場合に拡張す

ることを少し考える. エージェント L ≥ 2の場合では符号器からそれぞれ独立に送られてくる

情報を復号器で一つのシンボルに変換しなければならない.そのため現在の問題設定と異なり

制限されたレート下で複数送られてくる情報に対しどのような復号を行うと歪みを抑えること

ができるかという問題が出てくる. そしてこの問題こそが CEO問題の本質であり難しい問題

としているのではないかと考える.このことから本研究で得た結果をそのまま一般の場合に拡

張することはできないと考える.

5 まとめ

本研究では正規分布情報源に対しエージェント 1人が正規分布に従うノイズを含む観測を

行った場合の達成可能なレートと歪みの関係について考えた. その結果, ノイズ N と出力 X̂

に対し 0 ≤ E[NX̂ ] ≤ σ2
N という条件を与えたもとで, レートと歪みの達成可能な領域の内界

と外界を絞り込むことができた.条件を与えなければ領域を特定することができなかった原因

の一つとして,歪み測度として用いた二乗関数が優加法的な性質を持っていたことがあげられ

る. また, E[NX̂ ]という式が工学的に何を表しているのかは分からず,現在の問題設定下では

値を特定することができないと考えられる. さらに, 一般の場合に拡張する場合は現在の問題

設定にはない新たな問題を考える必要があり結果をそのまま拡張することは難しいと考えら

れる.
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付録 A 本文中で用いる定理等

本文中にて引用した連続入力離散出力に対するレート歪み理論の逆定理と順定理をそれ

ぞれ (A-1),(A-2) に示す.またレート歪み逆定理,順定理それぞれにおいて用いる補助定理を

(A-3)から (A-7)にそれぞれ示す.

A-1 レート歪み 逆定理

(A-1,A-2はいずれも [3][4]を参考に導出した.)

定理 3 (レート歪み 逆定理) レート歪み関数 R(D)は

R(D) ≥ inf
X̂:E[d(X,X̂)]≤D

I(X ; X̂) (A.1)

を満たす.

(証明) レート Rが D-達成可能であるとする. よってある符号の列 {(ϕn, ψn)}
∞
n=0 が存在し

lim sup
n→∞

1

n
log ‖ϕn‖ ≤ R

lim sup
n→∞

E

[

dn(X
n, X̂n)

]

≤ D

が成り立つ. このとき

log ‖ϕn‖ ≥ H(ϕn(X
n))

≥ H(ϕn(X
n))−H(ϕn(X

n)|Xn)

= I(Xn;ϕn(X
n))

≥ I(Xn; X̂n) (A-4:データ処理不等式より)

= h(Xn)− h(Xn|X̂n)

=

n
∑

i=1

h(Xi)− h(Xn|X̂n)

=

n
∑

i=1

h(Xi)−
n
∑

i=1

h(Xi|X̂
n, X i−1)

(A-3:微分エントロピーのチェイン則より)

≥
n
∑

i=1

h(Xi)−
n
∑

i=1

h(Xi|X̂i)

=
n
∑

i=1

I(Xi; X̂i)

(A.2)
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が成り立つ. ここで Xn と独立である確率変数 Qn ∈ {1, . . . , n}, PQn
(i) = 1

n を導入する. こ

のとき

I(XQn
; X̂Qn

|Qn) = EXQn X̂QnQn

[

log
PXQn X̂Qn |Qn

(XQn
, X̂Qn

|Qn)

PXQn |Qn
(XQn

|Qn)PX̂Qn |Qn
(X̂Qn

|Qn)

]

=

n
∑

i=1

PQn
(i)EXQn X̂Qn

[

log
PXQn X̂Qn |Qn

(XQn
, X̂Qn

|i)

PXQn |Qn
(X |i)PX̂Qn |Qn

(X̂Qn
|i)

]

=
1

n

n
∑

i=1

E

[

log
PXiX̂i

(Xi, X̂i)

PXi
(Xi)PX̂i

(X̂i)

]

=
1

n

n
∑

i=1

I(Xi; X̂i)

(A.3)

であるから

log ‖ϕn‖ ≥ nI(XQn
; X̂Qn

|Qn)　 (A.4)

となる.

また, Qn と X が独立であることを示す.

PX(x) =
n
∑

j=1

PXQn
(x, j)

=

n
∑

j=1

PXjQn
(x, j)

=

n
∑

j=1

PXj
(x)PQn

(j)

(A.5)

であり Xn の定常性から

PX(x) = PXi
(x)

n
∑

j=1

PQn
(j)

= PXi
(x)

(A.6)

であるためそれぞれ入力の確率密度が情報源の確率密度と等しいことがわかる.ゆえに

PXQn
(x, i) = PXiQn

(x, i)

= PXi
(x)PQn

(i)

= PX(x)PQn
(i)

(A.7)
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であることから次式を示すことができる.

I(XQn
; X̂Qn

|Qn) = E

[

log
PXQn X̂Qn |Qn

(XQn
, X̂Qn

|Qn)PQn(Qn)

PXQn |Qn
(XQn

|Qn)PX̂Qn |Qn
(X̂Qn

|Qn)PQn(Qn)

]

　 = E

[

log
PXQn X̂Qn |Qn

(XQn
, X̂Qn

|Qn)PQn(Qn)

PXQn
(XQn

)PX̂Qn |Qn
(X̂Qn

|Qn)PQn(Qn)

]

= E

[

log
PXQn X̂QnQn

(XQn
, X̂Qn

, Qn)

PXQn
(XQn

)PX̂QnQn
(X̂Qn

, Qn)

]

= I(XQn
; X̂Qn

Qn)

= h(XQn
)− h(XQn

|X̂Qn
Qn)

≥ h(XQn
)− h(XQn

|X̂Qn
)

= I(XQn
; X̂Qn

)

(A.8)

よって
1

n
log ‖ϕn‖ ≥ I(XQn

; X̂Qn
) (A.9)

が示される.

また歪みについて考えると

E

[

dn(X
n, X̂n)

]

= E

[

1

n

n
∑

i=1

d(Xi, X̂i)

]

=

n
∑

i=1

1

n
E

[

d(Xi, X̂i)
]

=

n
∑

i=1

PQn
(i)E

[

d(XQn
, X̂Qn

)|Qn = i
]

=

n
∑

i=1

PQn
(i)

∫

x

∑

x̂

PXQn X̂Qn |Qn
(x, x̂|i)d(x, x̂)dx

=

∫

x

∑

x̂

n
∑

i=1

PQn
(i)PXQn X̂Qn |Qn

(x, x̂|i)d(x, x̂)dx

=

∫

x

∑

x̂

PXQn X̂Qn
(x, x̂)d(x, x̂)dx

= E

[

d(XQn
, X̂Qn

)
]

(A.10)

∴ lim sup
n→∞

E

[

d(XQn
, X̂Qn

)
]

≤ D (A.11)

であるから ∀γ > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0 に対し

E

[

d(XQn
, X̂Qn

)
]

≤ D + γ (A.12)
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を満たす.式 (A.4)より ∃n0 ∈ N, ∀n > n0 に対し

1

n
log ‖ϕn‖ ≥ I(XQn

; X̂Qn
) ≥ inf

Y :E[d(XQn ,X̂Qn )]≤D+γ
I(XQn

; X̂Qn
)

= inf
Y :E[d(X,X̂)]≤D+γ

I(X ; X̂)
(A.13)

となる.さらに達成可能であることから

lim sup
n→∞

1

n
log ‖ϕn‖ ≤ R (A.14)

であり ∀δ > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0 に対して

1

n
log ‖ϕn‖ < R+ δ (A.15)

となるから式 (A.13), (A.15)より ∃n0 ∈ N, ∀n > n0 に対し

R+ δ > inf
Y :E[d(X,X̂)]≤D+γ

I(X ; X̂) (A.16)

である. ここで
f(D) ≡ inf

Y :E[d(X,X̂)]≤D
I(X ; X̂) (A.17)

とおき, f(D)が D に関して下に凸な関数であることを示すことで連続であることを示す.

α1 + α2 = 1, α1 ≥ 0, α2 ≥ 0 を満たす α1, α2 と
∀D1 ≥ 0, ∀D2 ≥ 0 を考え D = α1D1 +

α2D2 とする. また E[d(X, X̂1)] ≤ D1,E[d(X, X̂2)] ≤ D2 をそれぞれ満たす X̂1, X̂2 に対し

PQ(i) ≡ αi なる Qを導入して X̂ ≡ X̂Q とすると

E[d(X, X̂)] = Pr{Q = 1}E[d(X, X̂1)|Q = 1] + Pr{Q = 2}E[d(X, X̂2)|Q = 2]

　 = α1E[d(X, X̂1)] + α2E[d(X, X̂2)]

　 ≤ α1D1 + α2D2

　 = D

(A.18)

α1f(D1) + α2f(D2) = inf
X̂1:E[d(X,X̂1)]≤D1

α1I(X ; X̂1) + inf
X̂2:E[d(X,X̂2)]≤D2

α2I(X ; X̂2)

= inf
X̂1:E[d(X,X̂1)]≤D1

X̂2:E[d(X,X̂2)]≤D2

{

α1I(X ; X̂1) + α2I(X ; X̂2)
}

(A.19)

(A-5)より相互情報量は凸性を持つことから

inf
X̂1:E[d(X,X̂1)]≤D1

X̂2:E[d(X,X̂2)]≤D2

{

α1I(X ; X̂1) + α2I(X ; X̂2)
}

≥ inf
X̂1:E[d(X,X̂1)]≤D1

X̂2:E[d(X,X̂2)]≤D2

I(X ; X̂)

≥ inf
X̂:E[d(X,X̂)]≤D

I(X ; X̂)

= f(D)

(A.20)
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より f(D)がD に対して下に凸な関数であることが示され連続であることが分かった.よって

R(D) ≥ inf
X̂:E[d(X,X̂)]≤D

I(X ; X̂) (A.21)

が示された. ✷

A-2 レート歪み 順定理

定理 4 (レート歪み 順定理) レート歪み関数 R(D)は

R(D) ≤ inf
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X ;Y ) (A.22)

を満たす.

(証明) Y は E[d(X,Y )] ≤ D を満たす任意の確率変数とする. このとき任意の γ > 0 に対し

て R ≡ I(X,Y ) + 2γ が D-達成可能であることを示す.

XnY n = (X1Y1, X2Y2, . . . , XnYn)をXY の定常かつ独立な系列であると考え

T (1)
n ≡

{

(x,y) ∈ Xn × Yn |

∣

∣

∣

∣

1

n
log

PY n|Xn(y|x)

PY n(y)
− I(X ;Y )

∣

∣

∣

∣

< γ

}

(A.23)

T (2)
n (u) ≡ {(x,y) ∈ Xn × Yn|dn(x,y) ≤ u} (A.24)

と定める. 入出力系列が定常かつ独立であることから

1

n
log

PY n|Xn(Y n|Xn)

PY n(Y n)
=

1

n

n
∑

i=1

log
PYi|Xi

(Yi|Xi)

PYi
(Yi)

(A.25)

となりその期待値は

E

[

n
∑

i=1

log
PYi|Xi

(Yi|Xi)

PYi
(Yi)

]

=

n
∑

i=1

E

[

log
PYi|Xi

(Yi|Xi)

PYi
(Yi)

]

=

n
∑

i=1

I(Xi;Yi)

= nI(X ;Y )

(A.26)

となる. また (付録 A-6)より分散は有界であることから T
(1)
n に対しチェビシェフの不等式を

用いて nを限りなく大きくすると

Pr{XnY n ∈ T (1)
n } → 1
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が成り立つ. 次に符号器 ϕn を作る. 復号語の数をMn ≡ enR = en(I(X;Y )+2γ) とし Y n の分

布に従いMn 個の復号語 v1,v2, . . . ,vMn
∈ Yn を決める. 入力 x ∈ Xn に対して

dn(x,0) ≥ min
1≤i≤Mn

dn(x,vi)

を満たす場合, すなわち基準語 0よりも近い復号語が存在するとき最も近い復号語のインデッ

クス i0 を用いて ϕn(x) ≡ i0 としどの復号語よりも基準語が近いとき ϕn(x) = Mn + 1とす

る. また復号器 ψn は iを受け取ったとき ψn(i) = vi s.t. i = 1, . . . ,Mn + 1としMn + 1を

受け取った場合は vMn+1 ≡ 0とする. 符号器と復号器の性能を調べるため

P̄ (n)
e (u) ≡ Pr {dn(X

n, ψ(ϕ(Xn))) > u} (A.27)

An(x, u) ≡ PXn(x)1[dn(x,0) > u] (A.28)

とおくと

P̄ (n)
e =

∫

PXn(x) Pr {dn(X
n, ψ(ϕ(Xn))) > u} dx

=

∫

An(x, u) Pr {dn(X
n, ψ(ϕ(Xn))) > u} dx

=

∫

An(x, u)

Mn
∏

i=1

Pr {dn(x,vi) > u} dx

=

∫

An(x, u) (Pr {dn(x, Y
n) > u})Mn dx

=

∫

An(x, u) (1− Pr {dn(x, Y
n) ≤ u})Mn dx

=

∫

An(x, u)



1−
∑

y∈Yn

PY n(y)1 [dn(x,y) ≤ u]





Mn

dx

(A.29)

である. ここで

Ju(x,y) = 1
[

(x,y) ∈ T (1)
n ∩ T (2)

n

]

(A.30)

とすると

Ju(x,y) ≤ 1
[

(x,y) ∈ T (2)
n

]

= 1 [dn(x,y) < u]
(A.31)

であるから

P̄ (n)
e ≤



1−
∑

y∈Yn

PY n(y)Ju(x,y)





Mn

(A.32)
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となり Ju(x,y) = 1のとき (x,y) ∈ T
(1)
n を満たすため

1

n
log

PY n|Xn(y|x)

PY n(y)
− I(X ;Y ) < γ

∴ log
PY n|Xn(y|x)

PY n(y)
< n(I(X ;Y ) + γ)

∴

PY n|Xn(y|x)

PY n(y)
< en(I(X;Y )+γ)

∴ PY n(y) > e−n(I(X;Y )+γ)PY n|Xn(y|x)

(A.33)

であり

P̄ (n)
e ≤



1−
∑

y∈Yn

e−n(I(X;Y )+γ)PY n|Xn(y|x)Ju(x,y)





Mn

(A.34)

が得られる. ここで

0 ≤
∑

y∈Yn

e−n(I(X;Y )+γ)PY n|Xn(y|x)Ju(x,y) ≤ 1

0 ≤Mn

を満たすことから (付録 A-7-1)より不等式 (1− x)y ≤ e−xy (0 ≤ x ≤ 1, y ≥ 0) を用いると

P̄ (n)
e ≤ exp



−Mn

∑

y∈Yn

e−n(I(X;Y )+γ)PY n|Xn(y|x)Ju(x,y)





= exp



−e−n(I(X;Y )+2γ)e−n(I(X;Y )+γ)
∑

y∈Yn

PY n|Xn(y|x)Ju(x,y)





= exp



−enγ
∑

y∈Yn

PY n|Xn(y|x)Ju(x,y)





(A.35)

さらに

enγ ≥ 0

0 ≤
∑

y∈Yn

PY n|Xn(y|x)Ju(x,y) ≤ 1

を満たすことから (付録 A-7-2)より不等式 e−xy ≤ 1 − x + e−y (0 ≤ x ≤ 1, y ≥ 0)を用い

ると

P̄ (n)
e ≤ 1−

∑

y∈Yn

PY n|Xn(y|x)Ju(x,y) + e−enγ

(A.36)
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ゆえに

P̄ (n)
e ≤

∫

An(x, u)



1−
∑

y∈Yn

PY n|Xn(y|x)Ju(x,y) + e−enγ



 dx

=

∫

An(x, u)dx−

∫

An(x, u)
∑

y∈Yn

PY n|Xn(y|x)Ju(x,y)dx

+

∫

An(x, u)e
−enγ

dx

(A.37)

が得られる. また

∫

An(x, u)dx =

∫

PXn(x)1 [dn(x,0) > u] dx

= Pr {dn(x,0) > u}
(A.38)

∫

An(x, u)
∑

y∈Yn

PY n|Xn(y|x)Ju(x,y)dx

=

∫

∑

y∈Yn

1 [dn(x,0) > u]1
[

(x,y) ∈ T (1)
n ∩ T (2)

n

]

dx

= Pr
[

{dn(X
n,0) > u} ∩

{

XnY n ∈ T (1)
n ∩ T (2)

n

}]

(A.39)

であるので式 (A.38),(A.39)より

∫

An(x, u)dx−

∫

An(x, u)
∑

y∈Yn

PY n|Xn(y|x)Ju(x,y)dx

= Pr {dn(x,0) > u} − Pr
[

{dn(X
n,0) > u} ∩

{

XnY n ∈ T (1)
n ∩ T (2)

n

}]

= Pr
[

{dn(X
n,0) > u} ∩

{

XnY n /∈ T (1)
n ∩ T (2)

n

}]

= Pr
[

{dn(X
n,0) > u} ∩

{

XnY n /∈ T (1)
n ∪XnY n /∈ T (2)

n

}]

(ド・モルガン則より)

≤ Pr
[

{dn(X
n,0) > u} ∩

{

XnY n /∈ T (1)
n

}]

+ Pr
[

{dn(X
n,0) > u} ∩

{

XnY n /∈ T (2)
n

}]

= Pr
[

{dn(X
n,0) > u} ∩

{

XnY n /∈ T (1)
n

}]

+ Pr [{dn(X
n,0) > u} ∩ {dn(X

n, Y n) ≥ u}]

≤ Pr
[

{dn(X
n,0) > u} ∩

{

XnY n /∈ T (1)
n

}]

+ Pr [dn(X
n, Y n) ≥ u]

(A.40)
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となる.さらに式 (A.38)を式 (A.37)中 3項目に適用すると

∫

An(x, u)e
−enγ

dx = Pr {dn(x,0) > u} e−enγ

(A.41)

であるから式 (A.40),(A.41)を式 (A.37)に代入すると

P̄ (n)
e ≤ Pr

[

{dn(X
n,0) > u} ∩

{

XnY n /∈ T (1)
n

}]

+ Pr [dn(X
n, Y n) ≥ u] + Pr [dn(x,0) > u] e−enγ

(A.42)

が得られる.

また P̄
(n)
e ≡ Pr {dn(Xn, ψ(ϕ(Xn))) > u}であるから部分積分を用いて

Eϕnφn
EXn [dn(X

n, ψ(ϕ(Xn)))] =

∫ ∞

0

P̄ (n)
e (u)du −

[

uP̄ (n)
e (u)

]∞

0
(A.43)

となる.式 (A.43)の右辺第 1項目に着目すると

E[dn(X
n, Y n)] =

∫ ∞

0

tPr {dn(X
n, Y n) = t} dt

=

∫ u

0

tPr {dn(X
n, Y n) = t} dt

+

∫ ∞

u

tPr {dn(X
n, Y n) = t} dt

(A.44)

と分けられる.まず式 (A.44)の右辺第 2項について着目する.歪み測度の有界性E [d(X,Y )] <

∞より

E[dn(X
n, Y n)] = E

[

1

n

∑

i

d(Xi, Yi)

]

=
1

n

∑

i

E[d(Xi, Yi)]

= E[d(X,Y )] <∞

(A.45)

であり uについての極限を考えると

lim
u→∞

∫ ∞

u

tPr {dn(X
n, Y n) = t} dt = lim

u→∞
E[dn(X

n, Y n)1[dn(X
n, Y n) > u]] = 0 (A.46)

であるから

E[dn(X
n, Y n)1[dn(X

n, Y n) > u]] > E[u · 1[dn(X
n, Y n) > u]]

= uPr{dn(X
n, Y n) > u}

(A.47)

となる. 式 (A.46),(A.47)より

lim
u→∞

uPr{dn(X
n, Y n) > u} = 0 (A.48)
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である.次に式 (A.44)中右辺第 1項目については

lim
u→∞

∫ u

0

tPr {dn(X
n, Y n) = t} dt =

∫ ∞

0

tPr {dn(X
n, Y n) = t} dt

= E[dn(X
n, Y n)]

(A.49)

となる.

ここで式 (A.42)の両辺を u倍すると

uP̄ (n)
e (u) ≤ uPr{dn(X

n, Y n) > u}+ uPr{dn(X
n,0) > u}

+ e−enγ

uPr{dn(X
n,0) > u}

(A.50)

両辺に対し uについての極限をとると式 (A.48)より

lim
u→∞

uP̄ (n)
e (u) = 0 (A.51)

であるから式 (A.51)を式 (A.43)に代入すると

Eϕnφn
EXn [dn(X

n, ψ(ϕ(Xn)))] =

∫ ∞

0

P̄ (n)
e (u)du (A.52)

であることがわかる. また,同様に部分積分より

∫ ∞

0

Pr{dn(X
n, Y n) > u}du = E[dn(X

n, Y n)]

+ [uPr{dn(X
n, Y n)} > u}]∞0

= E[dn(X
n, Y n)]

(A.53)

∫ ∞

0

Pr{dn(X
n,0) > u}du = E[dn(X

n,0)] (A.54)

ここで Bn ≡
∫∞

0 Pr{XnY n /∈ Tn ∩ dn(Xn,0) > u}duとすると

Bn =

∫ ∞

0

∫

(x,y)/∈Tn

PXnY n(x,y)1[dn(x,0) > u]d(x,y)du

=

∫

(x,y)/∈Tn

PXnY n(x,y)

{∫ ∞

0

1[dn(x,0) > u]du

}

d(x,y)

=

∫

(x,y)/∈Tn

PXnY n(x,y)dn(x,0)d(x,y)

(A.55)

歪み測度 dn は正規分布の情報源に対して一様可積分性を満たすことから

lim
n→∞

Bn = 0 (A.56)
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となる.ここで式 (A.42)と式 (A.52)より

Eϕnφn
EXn [dn(X

n, ψ(ϕ(Xn)))] ≤

∫ ∞

0

(

Pr
[

{dn(X
n,0) > u} ∩

{

XnY n /∈ T (1)
n

}]

+Pr [dn(X
n, Y n) ≥ u] + Pr [dn(x,0) > u] e−enγ

)

du

(A.57)

であるから,式 (A.57)の右辺に式 (A.53),(A.54)と Bn をそれぞれ代入すると

Eϕnφn
EXn [dn(X

n, ψ(ϕ(Xn)))] ≤ Bn + E[dn(X
n, Y n)] + e−enγ

(E[dn(X
n,0)]) (A.58)

となる.ここで,歪み測度の一様可積分性から

sup
n≥1

E[dn(X
n,0)] <∞ (A.59)

である. n→ ∞の時 e−enγ

= 0であることと式 (A.56),(A.59)より式 (A.58)の両辺の上極限

を考えると

lim sup
n→∞

E [dn(X
n, ψ(ϕ(Xn)))] ≤ lim sup

n→∞
E [dn(X

n, Y n)]

= lim sup
n→∞

E [d(X,Y )]

= E [d(X,Y )]

≤ D

(A.60)

が得られる.

一方でMn ≡ en(I(X;Y )+2γ) であるから

lim sup
n→∞

1

n
log ‖ϕn‖ ≤ lim sup

n→∞

1

n
log(Mn + 1)

= lim sup
n→∞

(

1

n
logMn +

1

n
log

Mn + 1

Mn

)

= lim sup
n→∞

(I(X ;Y ) + 2γ)

= I(X ;Y ) + 2γ

= R

(A.61)

である. また任意の入力X に対して

R(D) ≤ I(X ;Y ) + 2γ (A.62)

であり, Y は E [dn(X
n, Y n)] ≤ Dを満たす任意の値であることから

R(D) ≤ inf
Y :E[dn(X,Y )]≤D

I(X ;Y ) + 2γ (A.63)

である. γ > 0が任意であることから

R(D) ≤ inf
Y :E[d(X,Y )]≤D

I(X ;Y ) (A.64)

であり達成可能を満たすことがわかる. ✷
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A-3 チェイン則

定理 5 (チェイン則) Xn = X1, X2, . . . , Xnが PXn(x1, x2, . . . , xn), Z
n = Z1, Z2, . . . , Znが

PZn(z1, z2, . . . , zn)にそれぞれ従うとしたとき

チェイン則　

h(Xn|Zn) =

n
∑

i=1

h(Xi|Z
n, X i−1) (A.65)

が成り立つ.

(証明)

h(Xn|Zn) = −

∫

x1

· · ·

∫

xn

∑

Zn

PXnZn(Xn, Zn) logPXn|Zn(Xn|Zn)dXn

= −

∫

x1

· · ·

∫

xn

∑

Zn

PXnZn(Xn, Zn) log

n
∏

i=1

PXi|ZnXi−1(Xi|Z
n, X i−1)dXn

= −

∫

x1

· · ·

∫

xn

∑

Zn

PXnZn(Xn, Zn)

n
∑

i=1

logPXi|ZnXi−1(Xi|Z
n, X i−1)dXn

= −
n
∑

i=1

∫

x1

· · ·

∫

xi

∑

Zn

{

∫

Xi+1

· · ·

∫

Xn

PXnZn(Xn, Zn)dXn . . . dXi+1

}

× logPXi|ZnXi−1(Xi|Z
n, X i−1)dX i

= −
n
∑

i=1

∫

x1

· · ·

∫

xi

∑

Zn

PXnZn(X i, Zn) logPXi|ZnXi−1(Xi|Z
n, X i−1)dX i

=

n
∑

i=1

h(Xi|Z
n, X i−1)

(A.66)

となる. ✷

次に相互情報量についてのチェイン則を導く

定理 6 (相互情報量に関するチェイン則) I(X ;Y, Z) = I(X ;Z) + I(X ;Y |Z)が成り立つ.
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(証明)

I(X ;Y, Z) =

∫

x

∑

y

∑

z

PXY Z(x, y, z) log
PXY Z(x, y, z)

PX(x)PY Z(y, z)
dx

=

∫

x

∑

y

∑

z

PXY Z(x, y, z)
1

PY Z(y, z)
dx

+

∫

x

∑

y

∑

z

PXY Z(x, y, z) logPY Z|X(y, z|x)dx

=
∑

y

∑

z

PY Z(y, z)
1

PY Z(y, z)

+

∫

x

PX(x)

(

∑

y

∑

z

PY Z|X(y, z|x) logPY Z|X(y, z|x)

)

dx

= H(Y Z)−

∫

x

PX(x)H(Y Z|X = x)dx

= H(Y Z)−H(Y Z|X)

= H(Z) +H(Y |Z)−H(Z|X)−H(Y |XZ)

= H(Z)−H(Z|X) +H(Y |Z)−H(Y |XZ)

= I(X ;Z) + I(X ;Y |Z)

(A.67)

✷

同様に I(X ;Y, Z) = I(X ;Y ) + I(X ;Z|Y )についても示すことができる.

A-4 データ処理不等式

定理 7 (データ処理不等式) 確率変数X,Y, Z がマルコフ連鎖をなすとき I(X ;Y ) ≥ I(X ;Z)

となる.

(証明) 確率変数X,Y, Z について Z の条件付き分布が Y に依存し, X に対して条件付き独立

であるとすると X,Y, Z は同時確率分布 PXY Z(x, y, z) = PX(x)PY |X(y|x)PZ|Y (z|y)を満た

す. このとき相互情報量におけるチェイン則 (A.67) より

I(X ;Y, Z) = I(X ;Z) + I(X ;Y |Z) = I(X ;Y ) + I(X ;Z|Y )　　 (A.68)

を満たす.

まずマルコフ性より PXZ|Y (x, z|y) = PX|Y (x|y)PZ|Y (z|y)であるから I(X ;Z|Y ) = 0 で

ある.
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次に I(X ;Y |Z) ≥ 0を示す. 相互情報量の定義式より

I(X ;Y |Z) = EXY Z

[

log
PXY |Z(XY |Z)

PX|Z(X |Z)PY |Z(Y |Z)

]

= −EXY Z

[

log
PX|Z(X |Z)PY |Z(Y |Z)

PXY |Z(XY |Z)

]

≥ − log

(

EXY Z

[

PX|Z(X |Z)PY |Z(Y |Z)

PXY |Z(XY |Z)

])

(イェンセンの不等式より)

= − log

∫

x

∑

y

∑

z

PXY Z(x, y, z)
PX|Z(x|z)PY |Z(y|z)PZ(z)

PXY |Z(xy|z)PZ(z)
dx

= − log

∫

x

∑

y

∑

z

PX|Z(x|z)PY |Z(y|z)PZ(z)dx

= − log
∑

z

(∫

x

PX|Z(x|z)dx

)

(

∑

y

PY |Z(y|z)

)

PZ(z)

= − log 1

= 0

(A.69)

より I(X ;Y ) ≥ I(X ;Z)が示される. ✷

A-5 相互情報量の凸性

定理 8 (相互情報量の凸性) 相互情報量 I(X ;Y )は (X,Y )の組に対し下に凸な関数である.

(証明) まず,f(x) = x log xとおき ai > 0, bi > 0 を仮定する.さらに λi =
bi∑

l
j=1

bj
とおくと

イェンゼンの不等式より

l
∑

i=1

λif

(

ai
bi

)

≥ f

(

l
∑

i=1

λi
ai
bi

)

= f

(

l
∑

i=1

bi
∑l

j=1 bj

ai
bi

)

= f

(

l
∑

i=1

1
∑l

j=1 bj
ai

)

= f

(

∑l
i=1 ai

∑l
j=1 bj

)

=

∑l
i=1 ai

∑l
j=1 bj

log

∑l
i=1 ai

∑l
j=1 bj

(A.70)
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であり, l = 2とすると

b1
b1 + b2

a1
b1

log
a1
b1

+
b2

b1 + b2

a2
b2

log
a2
b2

≥
a1 + a2
b1 + b2

log
a1 + a2
b1 + b2

(A.71)

となることから

a1 log
a1
b1

+ a2 log
a2
b2

≥ (a1 + a2) log
a1 + a2
b1 + b2

(A.72)

が得られる.ここで 0 ≤ ∀α ≤ 1としたとき

a1 = αp1(x, y) a2 = (1− α)p2(x, y) b1 = αq1(x, y) b2 = (1− α)q2(x, y) (A.73)

とする.先の式に代入し両辺を xについて積分し y について総和をとると

∫

x

∑

y

{

αp1(x, y) log
p1(x, y)

q1(x, y)
+ (1 − α)p2(x, y) log

p2(x, y)

q2(x, y)

}

dx

≥

∫

x

∑

y

{

{αp1(x, y) + (1 − α)p2(x, y)} log
αp1(x, y) + (1− α)p2(x, y)

αq1(x, y) + (1− α)q2(x, y)

}

dx

(A.74)

となり, 新たに定義した相互情報量の式に当てはめると

αI1(X ;Y ) + (1− α)I2(X ;Y ) ≥ Iα(X ;Y ) (A.75)

が得られる. ✷

A-6 分散の有界性

定理 9 (分散の有界性) 連続である入力アルファベットをX , 離散で有限な出力アルファベッ

ト Y を離散値としたときの Z = log
PY |X(y|x)

PY (y) に対する分散 V (Z)は有界である

(証明) 期待値を用いて分散を表すと

V (Z) = E[Z2]− (E[Z])2 (A.76)

である. まず, E(Z)について考える.

E(Z) =

∫

x

∑

y

PXY (x, y)

(

log
PY |X(y|x)

PY (y)

)

dx

=

∫

x

∑

y

PXY (x, y)

(

log
PXY (x, y)

PX(x)PY (y)

)

dx

= I(X,Y )

= H(Y )−H(Y |X)

≤ H(Y )

≤ log |Y|

(A.77)
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であり相互情報量の非負性と出力アルファベットが有限であることから E(Z)は有界であるこ

とがわかる. 次に E[Z2]について考える.

E[Z2] =

∫

x

∑

y

PXY (x, y)

(

log
PY |X(y|x)

PY (y)

)2

dx

=

∫

x:PY |X(y|x)<PY (y)

∑

y

PXY (x, y)

(

log
PY |X(y|x)

PY (y)

)2

dx

+

∫

x:PY |X (y|x)≥PY (y)

∑

y

PXY (x, y)

(

log
PY |X(y|x)

PY (y)

)2

dx

=

∫

x:PY |X(y|x)<PY (y)

∑

y

PXY (x, y)

(

log
PY |X(y|x)

PY (y)

)2

dx

+

∫

x:PY |X (y|x)≥PY (y)

∑

y

PXY (x, y)

(

log
PY |X(y|x)

PY (y)

)2

dx

≤

∫

x

∑

y

PXY (x, y)

(

log
1

PY |X(y|x)

)2

dx+

∫

x

∑

y

PXY (x, y)

(

log
1

PY (y)

)2

dx

=

∫

x

PX(x)
∑

y

PY |X(y|x)

(

log
1

PY |X(y|x)

)2

dx +
∑

y

PY (y)

(

log
1

PY (y)

)2

dx

(A.78)

ここで 0 ≤ u ≤ 1 に対する関数 g(u) = u
(

log 1
u

)

を考える. さらに t = log 1
u とおくと

g(u) = t2e−t = h(t) とできる. h′(t) = 2te−t + (−t2e−t) = tet(2 − t) であることから関数

h(t)は tが正の領域において t = 2の場合に最大値をとる.

max
0≤u≤1

g(u) = max
0≤u≤∞

h(t) = h(2) =
4

e2
(A.79)

これを式 (A.78)に当てはめると

E[Z2] ≤

∫

x

PX(x)
∑

y

4

e2
dx+

∑

y

4

e2

=
4

e2
|Y|+

4

e2
|Y|

=
8

e2
|Y|

(A.80)

より出力アルファベットが有限な場合は E[Z2]が有界であることが示され, 分散 V (Z)も有界

となることがわかる. ✷
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A-7 不等式の証明

A-7-1 (1− x)y ≤ e−xy (0 ≤ x ≤ 1, y ≥ 0) の導出

f(x) = e−x + x− 1とおくと f ′(x) = −e−x + 1であり x ≥ 0に対して f ′(x) ≥ 0となるこ

とがわかる. f(0) = 0より 0 ≤ x ≤ 1において

f(x) = e−x + x− 1 ≥ 0 ∴ e−x ≥ 1− x (A.81)

y ≥ 0であるから両辺を y 乗すると

e−xy ≥ (1− x)y (0 ≤ x ≤ 1) (A.82)

が得られる.

A-7-2 e−xy ≤ 1− x+ e−y (0 ≤ x ≤ 1, y ≥ 0) の導出

g(x, y) = e−xy とおくと ∂2

∂x2 g(x, y) = y2e−xy であり 0 ≤ x ≤ 1, y ≥ 0 において
∂2

∂x2 g(x, y) ≥ 0であることから g(x, y)は xに対して下に凸な関数であることがわかる.

また g(0, y) = 1, g(1, y) = e−y であることから, この 2点を通る直線の方程式は

g(x, y) ≤ (e−y − 1)x+ 1 (0 ≤ x ≤ 1) (A.83)

であり, 0 ≤ x ≤ 1において xe−y ≤ e−y であるから

e−xy ≤ 1− x+ e−y (0 ≤ x ≤ 1) (A.84)

が得られる.

付録 B 記号一覧

論文中で用いた主な記号の一覧を表にまとめる. ただし Aは確率変数, aは変数, an は数列

を表す.
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表 1 2章で用いる記号一覧

記号 意味

X 情報源,観測したい対象の情報 (2.5では任意の確率変数)

N ノイズ,CEO問題においてエージェントが

情報源を観測する際に乗るノイズ

X̃ 情報源に対しノイズが加えられた情報

エージェントが観測する情報

X̂ CEOが受け取る復号された情報

R 実数の集合

C コードブック,復号器が受け取った符号から

出力を生成するための変換表

E[A],E[a] それぞれ A,aの期待値 　

ϕ 符号器,ϕ(X̃)は X̃ を符号化した情報を表す

ψ 復号器,ψ(ϕ(X̃))は X̃ を符号化し復号した情報を表す

‖ϕn‖ 符号器の符号語数, log ‖ϕn‖は符号語ビット数を表す

N (µ, σ2) 平均値 µ,分散 σ2 の正規分布

L CEO問題におけるエージェントの人数

σ2
X L = 1の CEO問題に対する情報源X の分散

σ2
N L = 1の CEO問題に対する外部ノイズN の分散

lim supn→∞ an = α 上極限, ∀ǫ > 0, ∃N ∈ N s.t. n ≥ N ⇒ an < α+ ǫ

かつ ∀ǫ > 0に対し an > α− ǫを満たす要素が無数に存在する

n 系列の長さ,送受信する情報の数

Xn 入力の文字列

R レート,符号器復号器間で送る情報量の上限値

D 歪み,入出力の値の違いを表す尺度

Y, Z 任意の離散確率変数

I(X,Y ) 確率変数X,Y に関する相互情報量
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表 2 3章で用いる記号一覧

記号 意味

inf 下限

Y 逆定理,順定理それぞれにおいて歪みの達成可能性を

確かめるために作った任意の確率変数

H(A) 離散確率変数 Aに対するエントロピー

h(A) 連続確率変数 Aに対する微分エントロピー

表 3 付録 Aで用いる記号一覧

記号 意味

Qn Qn ∈ 1, . . . , n, PQn
= 1

n を満たす確率変数

XQn
入力文字列Xn のうち Qn 番目の要素

N 自然数の集合

ǫ, δ, γ それぞれ任意の正の数　

表 4 付録 Bで用いる記号一覧

記号 意味

Y ランダム符号化によって生成した出力を表す確率変数

x 入力の系列の値

y ランダム符号化によって得られる出力系列の値

T
(1)
n 式 (A.25)において相互情報量が収束する (x,y)の組み合わせ

T
(2)
n (u) 歪みが u以下を満たす (x,y)の組み合わせ

Mn ランダム符号化によって生成する復号語の数

0 基準語,符号器への入力 xに対し

どの復号語よりも歪みが小さくなる時復号語とする

P̄
(n)
e 歪みが u以上となる確率

An(x, u) 基準語 0からの平均歪みが u以上となる確率

1[(条件式)] 指示関数,条件式を満たす場合 1,満たさない場合 0とする

Ju(x,y) T
(1)
n と T

(2)
n (u)をそれぞれ満たす場合 1,満たさない場合 0とする
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