
6章の解答例

6.1 級数

問 1

(1) 例 1より，
∞∑

n=1

1

n
は発散する．もし

∞∑
n=1

1

2n
が収束すると，定理 1より

∞∑
n=1

1

n
は収束しないといけないので，矛盾である．よって

∞∑
n=1

1

2n
は発散する．

(2)
1

(n+ 1)2
≤ 1

n2
と，

∞∑
n=1

1

n2
が収束することから，定理4を使えば

∞∑
n=1

1

(n+ 1)2

は収束することがわかる．

(3)
n

(n+ 1)2
≤ 1

n
と，

∞∑
n=1

1

n
が発散することから，定理 4を使えば，この級

数は発散する．

(4) log n ≤ n1/2 より
log n

n2
≤ n−3/2 である．ここで，

∞∑
n=1

n−3/2 が収束する

ので，定理 4より，この級数は収束する．

(5) log(n+1) ≤ nより，
1

log(n+ 1)
≥ 1

n
である．ここで，

∞∑
n=1

1

n
が発散す

るので，定理 4より，この級数は発散する．

(6) f(x) = x2e−x3

とおくと，f ′(x) = 2xe−x3 − 3x4e−x3

= xe−x3

(2− 3x3) よ

り，[1,∞)で f ′(x) < 0となる．よって，f(x)は [1,∞)上の連続な単調減少関

数で，f(n) = n2e−n3

を満たす．さらに，∫ ∞

1

f(x)dx = lim
R→∞

[
−1

3
e−x3

]R
1

=
1

3
e−1

なので，定理 3より，この級数は収束する．

(7) n ≥ 4のとき，n! ≥ n2なので，
1

n!
≤ 1

n2
である．

∞∑
n=1

1

n2
は収束するの

で，定理 4より，この級数は収束する．

(8) n ≤ 2n，2n ≤ 2nより，
n

22n
≤ 1

22n−n
≤ 1

2n
となる．

∞∑
n=1

1

2n
は収束す

1



2

るので，定理 4より，この級数は収束する．

(9) f(x) = xe−2x とおくと，f ′(x) = e−2x − 2xe−2x = e−2x(1 − 2x) より，

[1,∞)で f ′(x) < 0となる．よって，f(x)は [1,∞)上の連続な単調減少関数

で，f(n) = ne−2n を満たす．さらに，∫ ∞

1

f(x)dx = lim
R→∞

[
−1

2
xe−2x − 1

4
e−2x

]R
1

=
3

4
e−2

なので，定理 3より，この級数は収束する．

問 2

(1)
1

(n+ 1)!

/ 1

n!
= 1/(n + 1) → 0より，ダランベールの判定法を使えば，

この級数は収束する．

(2)
(n+ 1)!

2n+1

/ n!

2n
=

n+ 1

2
→ ∞より，この級数は発散する．

(3)
(n+ 1)

3n+1

/ n

3n
=

n+ 1

3n
→ 1

3
より，この級数は収束する．

(4)
n

2n+ 1
→ 1

2
より，コーシーの判定法を使えば，この級数は収束する．

(5) sin 1
n → 0より，この級数は収束する．

(6)

(
n

n+ 1

)n

=

(
1 +

1

n

)−n

→ e−1 より，この級数は収束する．

(7)
(n+ 1)!

(n+ 1)n+1

/ n!

nn
=

nn

(n+ 1)n
=

(
n

n+ 1

)n

→ e−1より，この級数は収

束する．

(8)
(n+ 1)!

(n+ 1)p

/ n!

np
=

(n+ 1)np

(n+ 1)p
→ ∞より，この級数は発散する．

(9)
(n+ 1)pe−(n+1)

npe−n
=

(n+ 1)p

enp
→ 1

e
より，この級数は収束する．

問 3

(1)
1√
n
は単調減少で，

1√
n

→ 0なので，ライプニッツの定理より，この級

数は収束する．

(2)
1

2n2
は単調減少で，

1

2n2
→ 0なので，この級数は収束する．

(3)
(−4)n

22n
= (−1)n より，この級数は発散する．

(4)
1

2n− 1
は単調減少で，

1

2n− 1
→ 0なので，この級数は収束する．

(5) cosπn = (−1)n であり，また，
1

n
は単調減少で，

1

n
→ 0なので，この

級数は収束する．



3

(6) sin
(πn

2
+

π

4

)
は，nが 1, 2, 3, · · · と動くと， 1√

2
,− 1√

2
,− 1√

2
,

1√
2
の

4つの値を巡回する．これより，

S2n =
1√
2

n∑
k=1

(−1)k−1

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
となるが，この各項の絶対値は単調減少で，0に収束するので，S2n は収束す

る．一方，
1

n
sin
(πn

2
+

π

4

)
も 0に収束することから，S2n+1 も S2nと同じ値

に収束する．よって，この数列は収束する．

問 4 左辺は ∫ 1

0

1

x+ 1
dx = [log(x+ 1)]10 = log 2

である．一方右辺の積分は，
n−1∑
k=1

[
(−1)k−1 1

k
xk

]1
0

+(−1)n
∫ 1

0

xn

x+ 1
dx =

n−1∑
k=1

(−1)k−1 1

k
+(−1)n

∫ 1

0

xn

x+ 1
dx

となる．この右辺の第 2項は，

0 ≤
∫ 1

0

xn

x+ 1
dx ≤

∫ 1

0

xndx =
1

n+ 1

より，n → ∞のとき，0に収束する．よって，2つ上の式で n → ∞とすれば，
∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
= log 2となる．

問 5

(1) 例 1より，絶対収束はしない．一方，各項の絶対値は単調減少で 0に収束

するので，ライプニッツの定理から収束する．よって，この級数は条件収束す

る．

(2) 各項の絶対値をとると，公比が 2/3の等比級数になるので，絶対収束する．

(3) 各項の絶対値をとると，
∞∑

n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1となるので，絶対収束す

る．

(4) 例 1より，絶対収束はしない．一方，各項の絶対値は単調減少で 0に収束

するので，ライプニッツの定理から収束する．よって，この級数は条件収束す

る．

(5) log(n+1) < n+1と，
∞∑

n=1

1

n+ 1
が収束しないことから，定理 4より，こ

の級数は絶対収束しない．一方，各項の絶対値は単調減少で 0に収束するので，

ライプニッツの定理から収束する．よって，この級数は条件収束する．
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(6) cos
( πn

2
+

π

3

)
は，nが 1, 2, 3, · · · と動くと，−

√
3

2
,− 1

2
,

√
3

2
,
1

2
の

4つの値を巡回する．よって，この級数の各項の絶対値をとったものは，
1

2n

より大きくなる．さらに，
∞∑

n=1

1

2n
は発散するから，この級数は絶対収束しな

い．一方，

S2n =
n∑

k=1

(−1)n

( √
3

2(2k − 1)
+

1

4k

)
の右辺の絶対値は単調減少で 0 に収束するので，S2n は収束する．さらに，
1

n
cos
( πn

2
+

π

3

)
は 0に収束するので，S2n+1 も S2n と同じ値に収束する．

よって，この数列は条件収束する．

問 6 例 1より，1 < αのとき絶対収束し，0 < α ≦ 1のとき絶対収束しない．

一方で，0 < α ≦ 1のとき，この級数の各項の絶対値は単調減少で 0に収束す

る．よって，このときこの級数は条件収束する．

問 7
∞∑

n=1

1

2n− 1
は発散するので，

1

n
の奇数番目を足していくと，いくらで

も大きくなることに注意しておく．ここで，まず奇数番目の項を和が 1を超え

るまで並べ，その後に第 2項を並べる．次に奇数番目の項の続きを和が 2を超

えるまで並べ，その後に第 4項を並べる．以下，これを繰り返せば第 2n項が

出てくるときまで足した部分和は

n−
n∑

k=1

1

2k
　

より大きくなる．さらに，この値より n/2の方が小さいので，n → ∞とした
とき，この値は無限大に発散する．よって，このように並べた級数は発散する．


