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5.1 2重積分

問 1 (1)

∫∫
D
x2y3dxdy =

(∫ 1

−1
x2dx

)(∫ 1

0
y3dy

)
=

[
x3

3

]1
−1

·
[
y4

4

]1
0

=
2

3
· 1
4
=

1

6
.

(2)

∫∫
D
(cosx)ydxdy =

(∫ π
2

−π
2

cosxdx

)(∫ 1

0
ydy

)
= [sinx]

π
2

−π
2
·
[
x2

2

]1
0

= 1.

(3)

∫∫
D
(x+ y)dxdy =

∫ 1

−1

{∫ 1

0
(x+ y)dx

}
dy =

∫ 1

−1

[
(x+ y)2

2

]x=1

x=0

dy

=
1

2

∫ 1

−1

{
(y + 1)2 − y2

}
dy =

1

2

∫ 1

−1
(2y + 1)dy =

∫ 1

0
dy = 1.

(4)

∫∫
D
sin(x+ y)dxdy =

∫ π
4

0

{∫ 3π
4

0
sin(x+ y)dx

}
dy =

∫ π
4

0
[− cos(x+ y)]

x= 3π
4

x=0 dy

=

∫ π
4

0

{
− cos

(
y +

3π

4

)
+ cos y

}
dy =

[
− sin

(
y +

3π

4

)
+ sin y

]π
4

0

=
√
2.

問 2

(1) D : 0 ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ x とおく．求める面積は，∫∫
D
dxdy =

∫ 1

0
dx

∫ x

x2

dy =

∫ 1

0
(x− x2)dx =

[
x2

2
− x3

3

]1
0

=
1

6
.

(2) D : − 1 ≦ x ≦ 1, x2 ≦ y ≦ −x2 + 2とおく．求める面積は∫∫
D
dxdy =

∫ 1

−1
dx

∫ −x2+2

x2

dy =

∫ 1

−1
(−2x2 + 2)dx = 4

∫ 1

0
(−x2 + 1)dx = 4

[
−x3

3
+ x

]1
0

=
8

3
.

(3) D : 0 ≦ x ≦ π, 0 ≦ y ≦ sin2 xとおく．sin2 x =
1− cos(2x)

2
なので，対称性より，求める面

積は
2

∫∫
D
dxdy =

∫ π

0
{1− cos(2x)}dx =

[
x− sin(2x)

2

]π
0

= π.

(4) D : 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ (1−
√
x)2とおくと，対称性より，求める面積は

4

∫∫
D
dxdy = 4

∫ 1

0

(
1−

√
x
)2

dx = 4

∫ 1

0

(
1− 2

√
x+ x

)
dx = 4

[
x− 4

3
x

3
2 +

x2

2

]1
0

=
2

3
．

問 3 (1)

∫∫
D
xy2dxdy =

∫ 1

−1
dx

∫ −x

−1
xy2dy =

∫ 1

−1

[
x
y3

3

]y=−x

y=−1

dx =

∫ 1

−1

−x4 + x

3
dx

= − 2

3

∫ 1

0
x4dx = − 2

3

[
x5

5

]1
0

= − 2

15
.

(2)

∫∫
D
sin(x+ y)dxdy =

∫ π

0
dx

∫ −x+π

0
sin(x+ y)dy

=

∫ π

0
[− cos(x+ y)]y=−x+π

y=0 dx =

∫ π

0
(1 + cosx)dx = [x+ sinx]π0 = π.

(3)

∫∫
D

√
x4 + 1dxdy =

∫ 1

0
dx

∫ x3

0

√
x4 + 1dy =

∫ 1

0
x3
√

x4 + 1dx

=

[
1

6
(x4 + 1)

3
2

]1
0

=
2
√
2− 1

6
.
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(4)

∫∫
D
e

x
y dxdy =

∫ 1

0
dy

∫ y2

0
e

x
y dx =

∫ 1

0

[
ye

x
y

]x=y2

x=0
dy =

∫ 1

0
y (ey − 1) dy

= [yey]10 −
∫ 1

0
eydy −

[
y2

2

]1
0

=
1

2
.

(5)

∫∫
D
|y|dxdy =

∫ 1

−1
dy

∫ √
1−y2

−
√

1−y2
|y|dx = 2

∫ 1

−1
|y|
√

1− y2dy

= 4

∫ 1

0
y
√

1− y2dy = 4

[
−1

3
(1− y2)

3
2

]1
0

=
4

3
.

(6)

∫∫
D
xy2dxdy =

∫ 1

0
dx

∫ √
x

x
xy2dy +

∫ 1

0
dx

∫ −x

−
√
x
xy2dy = 2

∫ 1

0
x

[
y3

3

]y=√
x

y=x

dx

= 2

∫ 1

0

x
5
2 − x4

3
dx =

2

3

[
2

7
x

7
2 − x5

5

]1
0

=
2

3

(
2

7
− 1

5

)
=

2

35
.
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5.2 変数変換

問 1

(1) u = x+2y，v = 3x−yとおくとx =
u+ 2v

7
，y =

3u− v

7
なので，∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
1
7

2
7

3
7 − 1

7

)
= − 1

7
．よって，∫∫

D
cos(x+ 2y) sin(3x− y)dxdy =

1

7

(∫ π

π
2

cosudu

)(∫ 0

−π
2

sin vdv

)
=

1

7
[sinu]ππ

2
· [− cos v]0−π

2
=

1

7
．

(2) x = r cos θ，y = r sin θと変換して，∫∫
D
sin(x2 + y2)dxdy = 2π

∫ √
π

0
sin(r2)rdr = 2π

[
−cos(r2)

2

]√π

0

= 2π．

(3) u = x+y，v = x−yとおくと x =
u+ v

2
，y =

u− v

2
なので，∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
1
2

1
2

1
2 − 1

2

)
=

− 1

2
．よって，∫∫

D
(x+ y)2| cosπ(x− y)|dxdy =

1

2

(∫ 1

−1
u2du

)(∫ 1

−1
| cosπv|dv

)
= 4

(∫ 1

0
u2du

)(∫ 1
2

0
cosπvdv

)
= 4

[
u3

3

]1
0

·
[
sinπv

π

] 1
2

0

=
4

3π
．

(4) u = x+ y，v = x− yとおくと x =
u+ v

2
，y =

u− v

2
なので ∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
1
2

1
2

1
2 − 1

2

)
=

− 1

2
．よって，

∫∫
D
(x2 − y2)2dxdy =

1

2

(∫ 2

−2
u2du

)(∫ 2

−2
v2dv

)
= 2

(∫ 2

0
u2du

)2

= 2

([
u3

3

]2
0

)2

=
128

9
．

(5) x = 3r cos θ，y = 2r sin θとおくと ∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
3 cos θ −3r sin θ

2 sin θ 2r cos θ

)
= 6rなので，

∫∫
D
x2y2dxdy = 6

∫ 2π

0
dθ

∫ 1

0
r5 cos2 θ sin2 θdr = 6

(∫ 2π

0

sin2 2θ

4
dθ

)(∫ 1

0
r5dr

)
= 6

∫ 2π

0

1− cos 4θ

8
dθ

[
r6

6

]1
0

=
1

8

[
θ − sin 4θ

4

]2π
0

=
π

4
．

(6) x = r cos θ，y = r sin θとおくと，E : 0 ≦ r ≦
√
cos 2θ, − π

4
≦ θ ≦ π

4
はDに写るので，∫∫

D

dxdy

(1 + x2 + y2)2
= 2

∫ π
4

0
dθ

∫ √
cos 2θ

0

r

(1 + r2)2
dr

= 2

∫ π
4

0

[
− 1

2

1

1 + r2

]√cos 2θ

0

dθ =

∫ π
4

0

cos 2θ

1 + cos 2θ
dθ

=
1

2

∫ π
4

0

(
1− tan2 θ

)
dθ =

1

2

( π

4
− [tan θ − θ]

π
4
0

)
=

π − 2

4
．
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5.3 広義 2重積分

問 1 J =

∫∫
D
e−x2−y2x2p−1y2q−1dxdyとおく．近似列Dn = {(x, y) | x2 + y2 ≦ n2, x ≧ 0, y ≧ 0}

では，s = r2とすると dr

ds
=

1

2
√
s
なので，

J = lim
n→∞

∫ π
2

0
dθ

∫ n

0
e−r2r2(p+q)−1 cos2p−1 θ sin2q−1 θdr

=
1

2

(∫ ∞

0
e−ss−p−q−1ds

)(∫ π
2

0
cos2p−1 θ sin2q−1 dθ

)
=

1

4
Γ(p+ q)B(p, q)．

一方，En = {(x, y) | 0 ≦ x ≦ n, 0 ≦ y ≦ n}では，u = x2，v = y2 とすると dx

du
=

1

2
√
u
，

dy

dv
=

1

2
√
v
なので，

J = lim
n→∞

(∫ n

0
e−x2

x2p−1dx

)(∫ n

0
e−y2y2q−1dy

)
=

1

4
Γ(p)Γ(q)．

よって，B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
である．

問 2

(1) Dn : 0 ≦ x ≦ n, 0 ≦ y ≦ nとすると，∫∫
D

dxdy

(x+ y + 1)3
= lim

n→∞

∫∫
Dn

dxdy

(x+ y + 1)3
= lim

n→∞

∫ n

0
dx

∫ n

0

dy

(x+ y + 1)3

= lim
n→∞

∫ n

0

[
− 1

2
(x+ y + 1)−2

]y=n

y=0

dx

= − 1

2
lim
n→∞

∫ n

0

{
(x+ n+ 1)−2 − (x+ 1)−2

}
dx

= − 1

2
lim
n→∞

[
−
{
(x+ n+ 1)−1 − (x+ 1)−1

}]n
0
=

1

2
．

(2) Dn : x
2 + y2 ≦ n2とし，x = r cos θ，y = r sin θとおくと，∫∫

R2

dxdy

(x2 + y2 + 1)
3
2

= lim
n→∞

∫∫
Dn

dxdy

(x2 + y2 + 1)
3
2

= lim
n→∞

∫ n

0
dr

∫ 2π

0

r

(r2 + 1)
3
2

dθ = 2π lim
n→∞

∫ n

0

[
−
(
r2 + 1

)− 1
2

]n
0
= 2π．

(3) Dn : x
2 + y2 ≦ 4− 1

n
とし，x = r cos θ，y = r sin θとおくと，∫∫

D

dxdy√
4− x2 − y2

= lim
n→∞

∫∫
Dn

dxdy√
4− x2 − y2

= lim
n→∞

∫ √
4− 1

n

0
dr

∫ 2π

0

r√
4− r2

dθ = 2π lim
n→∞

[
−
√
4− r2

]√4− 1
n

0
= 4π．

(4) Dn : x
2 + y2 ≦ n2, x ≧ 0, y ≧ 0とし，x = r cos θ，y = r sin θとおくと，∫∫

D
e−x2−y2dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

e−x2−y2dxdy = lim
n→∞

∫ n

0
dr

∫ π
2

0
e−r2rdθ

5



=
π

2
lim
n→∞

[
− 1

2
e−r2

]n
0

=
π

4
．

(5) Dn : 1 ≦ x ≦ n, 1 ≦ y ≦ nとすると，∫∫
D

dxdy

(x+ y)4
= lim

n→∞

∫∫
Dn

dxdy

(x+ y)4
= lim

n→∞

∫ n

1
dx

∫ n

1

dy

(x+ y)4

= lim
n→∞

∫ n

1

[
− 1

3
(x+ y)−3

]y=n

y=1

dx =
1

3
lim
n→∞

∫ n

1

{
(x+ 1)−3 − (x+ n)−3

}
dx

=
1

3
lim
n→∞

[
− 1

2

{
(x+ 1)−2 − (x+ n)−2

}]n
1

=
1

24
．

(6) Dn :
1

n
≦ y ≦ 1,

1

n
≦ x ≦ yとすると，

∫∫
D

x2

x3 + y3
dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

x2√
x3 + y3

dxdy = lim
n→∞

∫ 1

1
n

dy

∫ y

1
n

x2

x3 + y3
dx

= lim
n→∞

∫ 1

1
n

[
1

3
log(x3 + y3)

]x=y

x= 1
n

dy =
1

3
lim
n→∞

∫ 1

1
n

log
2y3

1
n3 + y3

dy.

ここで，y ≥ 1

n
のとき，∣∣∣∣∣log 2y3

1
n3 + y3

− log 2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣log y3

1
n3 + y3

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣log

(
1−

1
n3

1
n3 + y3

)∣∣∣∣∣ ≤ 1
n3

1
n3 + y3

≤ 1

1 + n2y2
.

また， ∫ 1

1
n

dy

1 + n2y2
=

[
1

n
tan−1(ny)

]1
1
n

=
tan−1 n− π

4

n
→ 0 (n → ∞)

なので，
∫∫

D

x2

x3 + y3
dxdy =

1

3
lim
n→∞

∫ 1

1
n

log 2dy =
log 2

3
.

問 3 求める極限を I とおく．

(1) Dnは縦線集合で，Dn ⊂ Dn+1，
∞⋃
n=1

Dn = {(x, y) | 0 < x ≦ 1, 0 < y ≦ 1}なので，Dの近

似列である． x2 − y2

(x2 + y2)2
= − 1

x2 + y2
+

2x2

(x2 + y2)2
=

∂

∂x

(
− x

x2 + y2

)
なので，

I = lim
n→∞

∫ 1

1
n

[
− x

x2 + y2

]1
1
n

dy = lim
n→∞

∫ 1

1
n

(
− 1

1 + y2
+

1

n

1

y2 + 1
n2

)
dy

= lim
n→∞

[
− tan−1 y + tan−1 ny

]1
1
n
= 0．

(2) Dnは縦線集合で，Dn ⊂ Dn+1，
∞⋃
n=1

Dn = {(x, y) | 0 < x ≦ 1, 0 < y ≦ 1}なので，Dの近

似列である．

I = lim
n→∞

∫ 1

√
3

n

[
− x

x2 + y2

]1
1
n

dy = lim
n→∞

∫ 1

√
3

n

(
− 1

1 + y2
+

1

n

1

y2 + 1
n2

)
dy

= lim
n→∞

[
− tan−1 y + tan−1 ny

]1√
3

n
= − π

12
．
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(3)

Dn =

{
(x, y)

∣∣∣∣ 0 ≦ x ≦ 1, x tan
1

n
≦ y ≦ x tan

( π

2
− 2

n

)
, x2 + y2 ≧ e−2n2

}
と表せる．故に，Dnは縦線集合で，Dn ⊂ Dn+1，

∞⋃
n=1

Dn = {(x, y) | 0 < x ≦ 1, 0 < y ≦ 1}なの

で，Dの近似列である．極座標変換より，

I = lim
n→∞

(∫ π
4

1
n

dθ

∫ 1
cos θ

e−n2

cos 2θ

r
dr +

∫ π
2
− 2

n

π
4

dθ

∫ 1
sin θ

e−n2

cos 2θ

r
dr

)

= lim
n→∞

{∫ π
4

1
n

cos 2θ

(
log

1

cos θ
+ n2

)
dθ +

∫ π
2
− 2

n

π
4

cos 2θ

(
log

1

sin θ
+ n2

)
dθ

}
.

ここで，θ′ = −θ +
π

2
として，∫ π

2
− 2

n

π
4

cos 2θ

(
log

1

sin θ
+ n2

)
dθ = −

∫ π
4

2
n

cos 2θ′
(
log

1

cos θ′
+ n2

)
dθ′

より，

I = lim
n→∞

∫ 2
n

1
n

cos 2θ

(
log

1

cos θ
+ n2

)
dθ = lim

n→∞
n2

∫ 2
n

1
n

cos 2θdθ

= lim
n→∞

n2

[
sin(2θ)

2

] 2
n

1
n

= lim
n→∞

n2 sin
4
n − sin 2

n

2
= lim

n→∞

(
n2 cos

3

n
sin

1

n

)
= ∞.

問 4

(1) x = r cos θ，y = r sin θとし，Dn : x
2 + y2 ≦ n2とすると，∫∫

R2

dxdy

1 + (x2 + y2)2
= 2π lim

n→∞

∫ n

0

r

1 + r4
dr = 2π lim

n→∞

[
1

2
tan−1 r2

]n
0

=
π2

2
．

(2) Dn : 0 ≦ x ≦ n, 0 ≦ y ≦ nとすると，∫∫
D
ye−xydxdy = lim

n→∞

∫ n

0
dy

∫ n

0
ye−xydx = lim

n→∞

∫ n

0

[
−e−xy

]x=n

x=0
dy

= lim
n→∞

∫ n

0

(
1− e−ny

)
dy = lim

n→∞

[
y +

1

n
e−ny

]n
0

= ∞

なので，発散する．
(3) x = r cos θ，y = r sin θとし，Dn =

{
(r cos θ, r sin θ)

∣∣∣∣ 1

n2
≦ r ≦ 1,

1

n
≦ θ ≦ 2π

}
とすると，

極座標変換により，∫∫
D

x

(x2 + y2)2
dxdy = lim

n→∞

∫ 1

1
n2

dr

∫ 2π

1
n

cos θ

r2
dθ = 4 lim

n→∞

[
−1

r

]1
1
n2

· [sin θ]2π1
n

= 4 lim
n→∞

(n2 − 1)

(
− sin

1

n

)
= −∞

より，発散する．
(4) x = r cos θ，y = r sin θとし，Dn : 1 ≦ x2 + y2 ≦ n2とすると，∫∫

D

|x|
(x2 + y2)2

dxdy = lim
n→∞

∫ n

1
dr

∫ 2π

0

| cos θ|
r2

dθ = 4 lim
n→∞

∫ 1

1
n

dr

r2
= 4 lim

n→∞

[
−1

r

]n
1

= 4

7



より，収束する．また，∫∫
D

x

(x2 + y2)2
dxdy = lim

n→∞

∫ n

1
dr

∫ 2π

0

cos θ

r2
dθ = 0.

(5) Dn :
1

n
≦ x + y ≦ 2n, −n ≦ x + y ≦ − 1

n
,
1

n
≦ x − y ≦ n2, −n ≦ x − y ≦ − 1

n
とする．

u = x+ y, v = x− yとすると，∂(u, v)

∂(x, y)
= det

(
1 1

1 −1

)
= −2なので，

lim
n→∞

∫∫
Dn

dxdy

x2 − y2
=

1

2
lim
n→∞

(∫ 2n

n

du

u

)(∫ n2

n

dv

v

)
=

1

2
lim
n→∞

(log 2) log n = ∞

より，発散する．
(6) x =

u+ v

2
，y =

u− v

2
により，En : 1 ≦ u ≦ n, −u ≦ v ≦ u−2はDn : x ≧ 0, y ≧ 1, x+y ≦

nに写る．また，∂(x, y)

∂(u, v)
= det

(
1
2

1
2

1
2 −1

2

)
= − 1

2
なので，

∫∫
D

∣∣∣∣ x− y

(x+ y)5

∣∣∣∣ dxdy =
1

2
lim
n→∞

∫ n

1
du

∫ u−2

−u

|v|
u5

dv

=
1

2

∫ 2

1
du

∫ u−2

−u

−v

u5
dv +

1

2
lim
n→∞

∫ n

2

(∫ 0

−u

−v

u5
dv +

∫ u−2

0

v

u5
dv

)
du

=
1

2

∫ 2

1

−(u− 2)2 + u2

2u5
du+

1

2
lim
n→∞

∫ n

2

(
1

2u3
+

(u− 2)2

2u5

)
du

=
1

2

∫ 2

1

(
2

u4
+

4

u5

)
du+

1

2
lim
n→∞

∫ n

2

(
1

u3
− 1

u4
+

2

u5

)
du

=
1

2

[
− 2

3u3
− 1

u4

]2
1

+
1

2
lim
n→∞

[
− 1

2u2
+

1

3u3
− 1

u4

]n
2

du < ∞

より，収束する．また，∫∫
D

x− y

(x+ y)5
dxdy =

1

2
lim
n→∞

∫ n

1
du

∫ u−2

−u

v

u5
dv =

1

2
lim
n→∞

∫ n

1

[
v2

2

]v=u−2

v=−u

1

u5
du

= lim
n→∞

∫ n

1

(
− 1

u4
+

1

u5

)
du = lim

n→∞

[
1

3u3
− 1

4u4

]n
1

= − 1

3
+

1

4
= − 1

12
.
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5.4 3重積分

問 1

(1) U : 0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1− x, 0 ≦ z ≦ 1− x− yとする．求める体積は，対称性より，

8

∫∫∫
U
dxdydz = 8

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz

= 8

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
(1− x− y)dy = 4

∫ 1

0
(1− x)2dx =

4

3
．

(2) U : x2 + y2 ≦ 1, 0 ≦ z ≦
√
1− x2 − y2とし，D : x2 + y2 ≦ 1とおく．求める体積は，対称

性より，

2

∫∫∫
U
dxdydz = 2

∫∫
D
dxdy

∫ √
1−x2−y2

0
dz = 2

∫∫
D

√
1− x2 − y2dxdy

= 4π

∫ 1

0

√
1− r2rdr = 4π

[
− 1

3
(1− r2)

3
2

]1
0

=
4

3
π．

(3) U : 0 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ y ≦
√

4− x2, 0 ≦ z ≦
√

4− x2とする．求める体積は，対称性より，

8

∫∫∫
U
dxdydz = 8

∫ 2

0
dx

∫ √
4−x2

0
dy

∫ √
4−x2

0
dz = 8

∫ 2

0

(
4− x2

)
dx = 8

[
4x− x3

3

]2
0

=
128

3
．

(4) U : x2 + y2 ≦ 1, x ≦ z ≦ 2xとし，D : x2 + y2 ≦ 1, x ≧ 0とおく．求める体積は，∫∫∫
U
dxdydz =

∫∫
D
xdxdy =

∫ π
2

−π
2

dθ

∫ 1

0
r2 cos θdr = [sin θ]

π
2

−π
2
·
[
r3

3

]1
0

=
2

3
．

問 2

(1)

∫∫∫
U
xydxdydz =

(∫ 1

0
xdx

)(∫ 0

−1
ydy

)(∫ 2

0
dz

)
=

[
x2

2

]1
0

·
[
y2

2

]0
−1

· 2 = − 1

2
.

(2) 対称性より，∫∫∫
U
(x+ y + z)dxdydz = 3

∫∫∫
U
xdxdydz = 3

(∫ 1

0
xdx

)(∫ 1

0
dy

)(∫ 1

0
dz

)
= 3 · 1

2
· 1 · 1 =

3

2
.

(3) U : 0 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ y ≦ 2− x, 0 ≦ z ≦ 2− x− y であり，対称性より，∫∫∫
U
(x+ y + z)dxdydz = 3

∫∫∫
U
xdxdydz = 3

∫ 2

0
dx

∫ 2−x

0
dy

∫ 2−x−y

0
xdz

= 3

∫ 2

0
dx

∫ 2−x

0
x(2− x− y)dy = 3

∫ 2

0

[
−x

(2− x− y)2

2

]y=2−x

y=0

dx

=
3

2

∫ 2

0
x(2− x)2dx =

3

2

([
−x

(2− x)3

3

]2
0

+

∫ 2

0

(2− x)3

3
dx

)

=
1

2

[
−(2− x)4

4

]2
0

= 2．
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(4) −1 ≦ z ≦ 1に対してD(z) : x2 + y2 ≦ 1− z2とすれば，∫∫∫
U
(x2 + y2)dxdydz =

∫ 1

−1
dz

∫
D(z)

(x2 + y2)dxdy =

∫ 1

−1
dz

∫ √
1−z2

0
dr

∫ 2π

0
r3dθ

= 2π

∫ 1

−1

[
r4

4

]r=√
1−z2

r=0

dz =
π

2

∫ 1

−1
(1− z2)2dz

= π

∫ 1

0
(1− 2z2 + z4)dz = π

[
z − 2

3
z3 +

z5

5

]1
0

=
8

15
π.

(5) U : 0 ≦ x ≦ π, 0 ≦ y ≦ π − x, 0 ≦ z ≦ π − x− yより，∫∫∫
U
cos(x+ y + z)dxdydz =

∫ π

0
dx

∫ π−x

0
dy

∫ π−x−y

0
cos(x+ y + z)dz

=

∫ π

0
dx

∫ π−x

0
[sin(x+ y + z)]z=π−x−y

z=0 dy = −
∫ π

0
dx

∫ π−x

0
sin(x+ y)dy

=

∫ π

0
[cos(x+ y)]y=π−x

y=0 dx =

∫ π

0
(−1− cosx) dx = [−x− sinx]π0 = −π．

(6) U : 0 ≦ x ≦ 1, x ≦ y ≦ 1, y ≦ z ≦ 1より，∫∫∫
U

dxdydz√
x+ y + z

=

∫ 1

0
dx

∫ 1

x
dy

∫ 1

y

1√
x+ y + z

dz

=

∫ 1

0
dx

∫ 1

x

[
2(x+ y + z)

1
2

]z=1

z=y
dy

= 2

∫ 1

0
dx

∫ 1

x

{
(x+ y + 1)

1
2 − (x+ 2y)

1
2

}
dy

= 2

∫ 1

0

[
2

3
(x+ y + 1)

3
2 − 1

3
(x+ 2y)

3
2

]y=1

y=x

dx

=
2

3

∫ 1

0

{
(x+ 2)

3
2 − 2(2x+ 1)

3
2 + (3x)

3
2

}
dx

=
2

3

[
2

5
(x+ 2)

5
2 − 2

5
(2x+ 1)

5
2 +

2

15
(3x)

5
2

]1
0

=
4

15

(
3

5
2 − 3

5
2 +

1

3
3

5
2 − 2

5
2 + 1

)
=

4

15

(
3
√
3− 4

√
2 + 1

)
.

問 3

(1) 円柱座標変換より，∫∫∫
U
y2dxdydz =

∫ 1

0
dr

∫ 2π

0
dθ

∫ 1

r2
r3 sin2 θdz

=

{∫ 1

0
(r3 − r5)dr

}(∫ 2π

0

1− cos 2θ

2
dθdθ

)
=

(
1

4
− 1

6

)
π =

π

12
．

(2) 極座標変換より，∫∫∫
U
(x2 + y2 + z2)dxdydz =

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dθ

∫ 1

0
r4 sin θdr

10



=

(∫ 1

0
r4dr

)(∫ π

0
sin θdθ

)(∫ 2π

0
dφ

)
= 2π

[
r5

5

]1
0

· [− cos θ]π0 =
4

5
π．

(3) x = u − v + w，y = v，z = v − wにより，W : − π ≦ u ≦ 0, 0 ≦ v ≦ 1, 0 ≦ w ≦ π

2
は U

に写り， ∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
= det

 1 −1 1

0 1 0

0 1 −1

 = −1なので，

∫∫∫
U
sin(x+ z) cos(y − z)dxdydz =

∫ 0

−π
du

∫ 1

0
dv

∫ π
2

0
sinu coswdw

=

(∫ 0

−π
sinudu

)(∫ π
2

0
coswdw

)
= [− cosu]0−π · [sinw]

π
2
0 = −2.

(4) 極座標変換より，∫∫∫
U
sin
√
x2 + y2 + z2dxdydz =

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
r2 sin r sin θdr

= 2π

(∫ π

0
sin θdθ

)(∫ 2π

0
r2 sin rdr

)
= 2π [− cos θ]π0

([
−r2 cos r

]2π
0

+ 2

∫ 2π

0
r cos rdr

)
= 4

(
−4π2 + 2 [r sin r]2π0 − 2

∫ 2π

0
sin rdr

)
= −16π3．

(5) 円柱座標変換より，∫∫∫
U
sin(x2 + y2)dxdydz =

∫ √
π
2

0
dr

∫ 2π

0
dθ

∫ r2

0
sin(r2)rdz

= 2π

∫ √
π
2

0
r3 sin(r2)dr = 2π

∫ √
π
2

0

−r2

2

(
cos(r2)

)′
dr

= 2π


[
−r2

2
cos(r2)

]√π
2

0

+

∫ √
π
2

0
r cos(r2)dr


= 2π

[
sin(r2)

2

]√π
2

0

= π.

(6) x = −u+ 3w

2
，y = u+ v + w，z = −u+ w

2
により，W : 0 ≦ u ≦ 1, 0 ≦ v ≦ 1, 0 ≦ w ≦ 1

は U に写り， ∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
= det

 −1
2 0 −3

2

1 1 1

−1
2 0 −1

2

 = − 1

2
なので，

∫∫∫
U
(x2 + y2 + z2)dxdydz

=
1

2

∫ 1

0
du

∫ 1

0
dv

∫ 1

0

(
3

2
u2 + v2 +

7

2
w2 + 2uv + 2vw + 4wu

)
dw

=
1

2

∫ 1

0
du

∫ 1

0

(
3

2
u2 + v2 +

7

6
+ 2uv + v + 2u

)
dv

=
1

2

∫ 1

0

(
3

2
u2 +

1

3
+

7

6
+ u+

1

2
+ 2u

)
du =

1

2

∫ 1

0

(
3

2
u2 + 3u+ 2

)
du = 2．
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問 4

(1) Un :
1

n2
≦ x, y, z ≦ 1 or − 1 ≦ x, y, z ≦ − 1

n
とすると，

∫∫∫
U

dxdydz

xyz
= lim

n→∞

∫∫∫
Un

dxdydz

xyz
= lim

n→∞

(∫ 1
n

1
n2

dx

x

)3

= lim
n→∞

(log n)3 = ∞

なので，発散する．
(2) Un : 9 ≦ x2 + y2 + z2 ≦ n2とすると，極座標変換より，∫∫∫

U

dxdydz

(x2 + y2 + z2)2
= lim

n→∞

∫∫∫
Un

dxdydz

(x2 + y2 + z2)2

= lim
n→∞

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dθ

∫ n

3

sin θ

r2
dr = 2π lim

n→∞
[− cos θ]π0 ·

[
− 1

r

]n
3

=
4

3
π．

(3) Un : |x| ≦ n, |y| ≦ n, |z| ≦ nとすると，対称性より，∫∫∫
U
x2y2z2e−|x|−|y|−|z|dxdydz = lim

n→∞

∫∫∫
Un

x2y2z2e−|x|−|y|−|z|dxdydz

= 8 lim
n→∞

(∫ n

0
x2e−xdx

)3

= 8 lim
n→∞

([
−x2e−x

]n
0
+ 2

∫ n

0
xe−xdx

)3

= 64 lim
n→∞

([
−xe−x

]n
0
+

∫ n

0
e−xdx

)3

= 64．

(4) Un : − n ≦ x + y + z ≦ − 1

n
, |y| ≦ n, |z| ≦ nとし，x = u − v − w，y = v，z = wと変換

して， ∫∫∫
U

dxdydz

(x+ y + z)3
= lim

n→∞

∫∫∫
Un

dxdydz

(x+ y + z)3
= lim

n→∞

∫ n

−n
dv

∫ n

−n
dw

∫ − 1
n

−n

du

u3

= lim
n→∞

4n2

[
− 1

2u2

]− 1
n

−n

= lim
n→∞

2n2

(
−n2 +

1

n2

)
= −∞

より，発散する．
(5) Un :

1

n
≦ x ≦ 1,

1

n
≦ y ≦ 1,

1

n
≦ z ≦ 1とすると，∫∫∫

U

dxdydz

(x+ y + z)
5
2

= lim
n→∞

∫∫∫
Un

dxdydz

(x+ y + z)
5
2

= lim
n→∞

∫ 1

1
n

dx

∫ 1

1
n

dy

∫ 1

1
n

dz

(x+ y + z)
5
2

= lim
n→∞

∫ 1

1
n

dx

∫ 1

1
n

[
−2

3
(x+ y + z)−

3
2

]z=1

z= 1
n

dy

=
2

3
lim
n→∞

∫ 1

1
n

dx

∫ 1

1
n

{
−(x+ y + 1)−

3
2 +

(
x+ y +

1

n

)− 3
2

}
dy

=
2

3
lim
n→∞

∫ 1

1
n

[
2(x+ y + 1)−

1
2 − 2

(
x+ y +

1

n

)− 1
2

]y=1

y= 1
n

dx

=
4

3
lim
n→∞

∫ 1

1
n

{
(x+ 2)−

1
2 − 2

(
x+ 1 +

1

n

)− 1
2

+

(
x+

2

n

)− 1
2

}
dx

12



=
4

3
lim
n→∞

[
2(x+ 2)

1
2 − 4

(
x+ 1 +

1

n

) 1
2

+ 2

(
x+

2

n

) 1
2

]1
1
n

=
4

3

(
2
√
3− 4

√
2 + 2− 2

√
2 + 4

)
=

8

3
(
√
3− 3

√
2 + 3).

(6) Un :
1

n2
≦ x2 + y2 + z2 ≦ 1とし，極座標変換より，∫∫∫

U
log(x2 + y2 + z2)dxdydz = lim

n→∞

∫∫∫
Un

log(x2 + y2 + z2)dxdydz

= lim
n→∞

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
dθ

∫ 1

1
n

(
log r2

)
r2 sin θdr = 4π lim

n→∞

(∫ π

0
sin θdθ

)(∫ 1

1
n

r log rdr

)

= 4π [− cos θ]π0 lim
n→∞

([
r3

3
log r

]1
1
n

− 1

3

∫ 1

1
n

r2dr

)
=

8

3
π lim

n→∞

[
−r3

3

]1
1
n

= −8

9
π．
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5.5 重積分の応用

問 1

(1) 合成関数の偏微分より，zr = cos θzx + sin θzy，zθ = −r sin θzx + r cos θzy なので，zx =

cos θzr −
sin θ

r
zθ，zy = sin θzr +

cos θ

r
zθ．したがって，

√
1 + z2x + z2y =

√
1 + z2r +

1

r2
z2θ であり，

極座標変換より，

S =

∫∫
D

√
1 + z2x + z2ydxdy =

∫ β

α
dθ

∫ r2(θ)

r1(θ)
r

√
1 + z2r +

1

r2
z2θdr

が成り立つ．
(2) x′(t) ̸= 0なので，x = x(t)の逆関数が存在する．したがって，適当な関数 f(x)を用いて，

y = f(x)とかける．このとき，dy

dx
=

y′(t)

x′(t)
なので，定理 9で置換積分 x = x(t)を行えば，

S = 2π

∫ β

α
|y(t)|

√
x′(t)2 + y′(t)2dt

が得られる．
問 2 求める曲面積を Sとする．
(1) z =

√
1− x2 − y2，D : x2 + y2 ≦ 1とすると，zx = − x√

1− x2 − y2
，zy = − y√

1− x2 − y2

なので，対称性と極座標変換より，

S = 2

∫∫
D

dxdy√
1− x2 − y2

= 2

∫ 2π

0
dθ

∫ 1

0

r√
1− r2

dr = 4π
[
−
√
1− r2

]1
0
= 4π．

(2) D : x2 + y2 ≦ 1とすると，zx = 2x，zy = 2yなので，極座標変換より，

S =

∫∫
D

√
1 + 4x2 + 4y2dxdy =

∫ 2π

0
dθ

∫ 1

0

√
1 + 4r2rdr

= 2π

[
1

12

(
1 + 4r2

) 3
2

]1
0

=
π

6

(
5
√
5− 1

)
．

(3) z =
√
4− x2，D : x2 + y2 ≦ 4とすると，zx = − x√

4− x2
，zy = 0なので，対称性より，

S = 2

∫∫
D

2√
4− x2

dxdy = 16

∫ 2

0
dx

∫ √
4−x2

0

dy√
4− x2

= 16

∫ 2

0
dx = 32．

(4) y = ±
√
1− x2 + 2なので，y′ = ∓ x√

1− x2
．したがって，

S = 2π

∫ 1

−1

(√
1− x2 + 2−

√
1− x2 + 2

) 1√
1− x2

dx = 8π

∫ 1

−1

dx√
1− x2

= 8π
[
sin−1 x

]1
−1

= 8π2．

(5) y′ = − sinxより，

S = 2π

∫ π

0
| cosx|

√
1 + sin2 xdx = 4π

∫ π
2

0
cosx

√
1 + sin2 xdx．

t = sinxと変換して，

S = 4π

∫ 1

0

√
t2 + 1dt = 4π

[
1

2

{
t
√
t2 + 1 + log

(
t+

√
t2 + 1

)}]1
0

= 2π
{√

2 + log
(
1 +

√
2
)}
．
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(6) y = ±
√
1− x2

4
なので，y′ = ∓ x

2
√
4− x2

より，

S =
π

2

∫ 2

−2

√
16− 3x2dx =

√
3π

∫ 2

0

√
16

3
− x2dx

=
√
3π

[
1

2

(
x

√
16

3
− x2 +

16

3
sin−1

√
3

4
x

)]2
0

= 2π

(
1 +

4

3
√
3
π

)
．

問 3 物体 U の全質量をM，重心をG(x0, y0, z0)，z軸に関する慣性モーメントを Iz とする．
(1) M =

∫∫∫
U
ρdxdydz = 48ρ．対称性より，G(0, 0, 0)．対称性より，

Iz =

∫∫∫
U
(x2 + y2)ρdxdydz = 8ρ

∫ 1

0
dx

∫ 2

0
dy

∫ 3

0
(x2 + y2)dz

= 24ρ

∫ 1

0
dx

∫ 2

0
(x2 + y2)dy = 24ρ

∫ 1

0

[
x2y +

y3

3

]y=2

y=0

dx

= 24ρ

∫ 1

0

(
2x2 +

8

3

)
dx = 24ρ

[
2

3
x3 +

8

3

]1
0

= 80ρ．

(2) M =

∫∫∫
U
ρdxdydz = ρ

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
dz

= ρ

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
(1− x− y)dy = ρ

∫ 1

0

[
(1− x)y − y2

2

]y=1−x

y=0

dx

=
1

2
ρ

∫ 1

0
(1− x)2dx =

1

2
ρ

[
−(1− x)3

3

]1
0

=
ρ

6
．

x0 =
1

M

∫∫∫
U
xρdxdydz = 6

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
xdz

= 6

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
x(1− x− y)dy = 6

∫ 1

0

[
x(1− x)y − x

2
y2
]y=1−x

y=0
dx

= 3

∫ 1

0
(x− 2x2 + x3)dx = 3

[
x2

2
− 2

3
x3 +

x4

4

]1
0

=
1

4
．

同様にして，y0 = z0 =
1

4
．よって，G

(
1

4
,
1

4
,
1

4

)
．

Iz =

∫∫∫
U
(x2 + y2)ρdxdydz = ρ

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
(x2 + y2)dz

= ρ

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
(x2 − x3 − x2y + (1− x)y2 − y3)dy

= ρ

∫ 1

0

[
(x2 − x3)y − x2

2
y2 +

1− x

3
y3 − y4

4

]y=1−x

y=0

=
ρ

12

∫ 1

0
(7x4 − 16x3 + 12x2 − 4x+ 1)dx =

ρ

12

[
7

5
x5 − 4x4 + 4x3 − 2x2 + x

]1
0

=
ρ

30
．

(3) M =

∫∫∫
U
ρdxdydz = ρ

∫ 2

1
dx

∫ 2−x

0
dy

∫ 3−x−y

1
dz = ρ

∫ 2

1
dx

∫ 2−x

0
(2− x− y)dy
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= ρ

∫ 2

1

[
(2− x)y − y2

2

]y=2−x

y=0

dx =
ρ

2

∫ 2

1
(2− x)2dx =

ρ

2

[
−(2− x)3

3

]2
1

=
ρ

6
．

x0 =
1

M

∫∫∫
U
xρdxdydz = 6

∫ 2

1
dx

∫ 2−x

0
dy

∫ 3−x−y

1
xdz

= 6

∫ 2

1
dx

∫ 2−x

0
(2x− x2 − yx)dy = 6

∫ 2

1

[
(2x− x2)y − x

2
y2
]y=2−x

y=0
dx

= 3

∫ 2

1
(4x− 4x2 + x3)dx = 3

[
2x2 − 4

3
x3 +

x4

4

]2
1

=
5

4
．

同様にして，z0 =
5

4
．

y0 =
1

M

∫∫∫
U
yρdxdydz = 6

∫ 2

1
dx

∫ 2−x

0
dy

∫ 3−x−y

1
ydz

= 6

∫ 2

1
dx

∫ 2−x

1

{
(2− x)y − y2

}
dy = 6

∫ 2

1

[
2− x

2
y2 − y3

3

]y=2−x

y=0

dx

=

∫ 2

1
(2− x)3dx =

[
−(2− x)4

4

]2
1

=
1

4
．

よって，G

(
5

4
,
1

4
,
5

4

)
．

Iz =

∫∫∫
U
(x2 + y2)ρdxdydz = ρ

∫ 2

1
dx

∫ 2−x

0
dy

∫ 3−x−y

1
(x2 + y2)dz

= ρ

∫ 2

1
dx

∫ 2−x

0

{
2x2 − x3 − x2y + (2− x)y2 − y3

}
dy

= ρ

∫ 2

1

[
(2x2 − x3)y − x2

2
y2 +

2− x

3
y3 − y4

4

]y=2−x

y=0

dx

=
ρ

12

∫ 2

1
(7x4 − 32x3 + 48x2 − 32x+ 16)dx

=
ρ

12

[
7

5
x5 − 8x4 + 16x3 − 16x2 + 16x

]2
1

=
17

60
ρ．

(4) D : x2 + y2 ≦ 1, x ≧ 0, y ≧ 0とする．

M =

∫∫∫
U
ρdxdydz = ρ

∫ 1

0
dz

∫∫
D
dxdy =

π

4
ρ．

x0 =
1

M

∫∫∫
U
xρdxdydz =

4

π

∫ 1

0
dz

∫∫
D
xdxdy =

4

π

∫ 1

0
dy

∫ √
1−y2

0
xdx

=
4

π

∫ 1

0

[
x2

2

]√1−y2

0

dy =
2

π

∫ 1

0
(1− y2)dy =

2

π

[
y − y3

3

]1
0

=
4

3π
．

同様にして，y0 =
4

3π
．z0 =

1

M

∫∫∫
U
zρdxdydz =

4

π

∫ 1

0
dz

∫∫
D
zdxdy =

∫ 1

0
zdz =

1

2
．よっ

て，G

(
4

3π
,
4

3π
,
1

2

)
．極座標変換より，

Iz =

∫∫∫
U
(x2 + y2)ρdxdydz = ρ

∫ 1

0
dz

∫∫
D
(x2 + y2)dxdy = ρ

∫ π
2

0
dθ

∫ 1

0
r3dr =

π

8
ρ．
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(5) x = u−1，v = v+1，z = wによりW : u2+v2 ≦ 1, 0 ≦ w ≦ 1はU に写る．E : u2+v2 ≦ 1

とおく．

M =

∫∫∫
U
ρdxdydz = ρ

∫∫∫
W

dudvdw = ρ

∫ 1

0
dw

∫∫
E
dudv = πρ．

x0 =
1

M

∫∫∫
W
(u− 1)ρdudvdw = −1．同様にして，y0 = 1．

z0 =
1

M

∫∫∫
U
zρdzdydz =

1

π

∫ 1

0
dw

∫∫
E
wdudv =

1

2
．

よって，G

(
−1, 1,

1

2

)
．極座標変換より，

Iz =

∫∫∫
U
(x2 + y2)ρdxdydz = ρ

∫ 1

0
dw

∫∫
D

{
(u− 1)2 + (v + 1)2

}
dudv

= ρ

∫ 2π

0
dθ

∫ 1

0

{
r3 − 2r2(cos θ + sin θ) + 2r

}
dr

= ρ

∫ 2π

0

[
r4

4
− r3

3
(cos θ + sin θ) + r2

]r=1

r=0

dθ

= ρ

∫ 2π

0

{
5

4
− 1

3
(cos θ + sin θ)

}
dθ =

5

2
πρ．

(6) 極座標変換より，

M =

∫∫∫
U
ρdxdydz = ρ

∫ π
2

0
dφ

∫ π
2

0
dθ

∫ 1

0
r2 sin θdr

=
π

2
ρ

(∫ π
2

0
sin θdθ

)(∫ 1

0
r2dr

)
=

π

2
ρ [− cos θ]

π
2
0

[
r3

3

]1
0

=
π

6
ρ．

x0 =
1

M

∫∫∫
U
xρdxdydz =

6

π

∫ π
2

0
dφ

∫ π
2

0
dθ

∫ 1

0
r3 sin2 θ cosφdr

=
6

π

(∫ π
2

0
cosφdφ

)(∫ π
2

0

1− cos 2θ

2
dθ

)(∫ 1

0
r3dr

)

=
3

π
[sinφ]

π
2
0 ·
[
θ − sin 2θ

2

]π
2

0

·
[
r4

4

]1
0

=
3

8
．

同様にして，y0 = z0 =
3

8
．よって，G

(
3

8
,
3

8
,
3

8

)
．

Iz =

∫∫∫
U
(x2 + y2)ρdxdydz = ρ

∫ π
2

0
dφ

∫ π
2

0
dθ

∫ 1

0
r4 sin3 θdr

=
π

2
ρ

(∫ π
2

0

3 sin θ − sin 3θ

4
dθ

)(∫ 1

0
r4dr

)
=

π

8
ρ

[
−3 cos θ +

cos 3θ

3

]π
2

0

·
[
r5

5

]1
0

=
π

15
ρ．
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演習問題 5

1. 求める面積を Sとおく．
(1) (x+ y + 1)2 + y2 = 1が囲む面積を求めればよい．u = x + y + 1，v = yにより，E : u2 +

v2 ≦ 1, u ≧ 0, v ≧ 0 は D : x2 + 2y2 + 2xy + 2x + 2y ≦ 0, x + y + 1 ≧ 0, y ≧ 0 に写り，
∂(u, v)

∂(x, y)
= det

(
1 1

0 1

)
= 1．対称性より，

S =4

∫∫
D
dxdy = 4

∫∫
E
dudv = 4

∫ 1

0
dr

∫ π
2

0
rdθ = π.

(2) 3x2 − 8xy − 3y2 = 1は (2x− y)2 − (x+ 2y)2 = 1とかける．u = 2x − y，v = x + 2y に
より，E : u2 − v2 ≧ 1, u ≦

√
2は D : 3x2 − 8xy − 3y2 ≧ 1, y ≧ 2x −

√
2に写り，∂(u, v)

∂(x, y)
=

det

(
2 −1

1 2

)
= 5. 対称性より，

S =

∫∫
D
dxdy =

∫∫
E

1

5
dudv =

2

5

∫ √
2

1
du

∫ √
u2−1

0
dv =

2

5

∫ √
2

1

√
u2 − 1du

=
1

5

[
u
√
u2 − 1− log

(
u+

√
u2 − 1

)]√2

1
=

√
2− log

(√
2 + 1

)
5

.

(3) x = r cos θ，y = r sin θにより，E : 0 ≦ r ≦
√

sin 2θ

2
, 0 ≦ θ ≦ π

4
はD : (x2+y2)2 ≦ xy, x ≧

y ≧ 0に写るので，対称性より，

S = 4

∫∫
D
dxdy = 4

∫ π
4

0
dθ

∫ √
sin 2θ

2

0
rdr =

∫ π
4

0
sin 2θdθ =

[
−cos 2θ

2

]π
4

0

=
1

2
．

(4) D :
√
x+

√
y ≦ 1,

√
x− 1 +

√
y ≦ 1, x ≧ 0, y ≧ 0とおくと，対称性より，

S = 4

∫∫
D
dxdy = 4

∫ 1
2

0

(
1−

√
1− x

)2
dx

= 4

∫ 1
2

0

(
1− 2

√
1− x+ 1− x

)
dx = 4

∫ 1
2

0

(
2− x− 2

√
1− x

)
dx

= 4

[
2x− x2

2
+

4

3
(1− x)

3
2

] 1
2

0

= 4

(
1− 1

8
+

2

3
√
2
− 4

3

)
=

4

3

√
2− 11

6
.

(5) x = r cos θ，y = r sin θにより，E : 0 ≦ r ≦ 3 sin θ cos θ

sin3 θ + cos3 θ
, 0 ≦ θ ≦ π

4
は D : x3 + y3 ≦

3xy, x ≧ y ≧ 0に写るので，対称性より，

S = 2

∫ π
4

0
dθ

∫ 3 sin θ cos θ
sin3 θ+cos3 θ

0
rdr = 9

∫ π
4

0

sin2 θ cos2 θ

(sin3 θ + cos3 θ)2
dθ

= 9

∫ π
4

0

sin2 θ cos2 θ

sin6 θ + cos6 θ + 2 sin3 θ cos3 θ
dθ．

ここで，t = tan θとおくと，

S = 9

∫ 1

0

t2

1 + t6 + 2t3
dt = 9

∫ 1

0

t2

(t3 + 1)2
dt = 3

[
− 1

t3 + 1

]1
0

=
3

2
．
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2.

(1) x =
r cos θ − 1

2
，y =

r sin θ + 2

3
により，E : 0 ≦ r ≦

√
5, 0 ≦ θ ≦ 2πはD : 4

(
x+

1

2

)2

+

9

(
y − 2

3

)2

≦ 5に写り，∂(x, y)

∂(r, θ)
= det

(
cos θ
2 − r

2 sin θ
sin θ
3

r
3 cos θ

)
=

r

6
なので，

∫∫
D
xydxdy =

1

36

∫∫
E
r(r cos θ − 1)(r sin θ + 2)drdθ

=
1

36

∫ √
5

0
dr

∫ 2π

0
r

{
r2

sin 2θ

2
+ r(2 cos θ − sin θ)− 2

}
dθ

=
1

36

∫ √
5

0
r

[
−r2

cos 2θ

2
+ r(2 sin θ + cos θ)− 2θ

]θ=2π

θ=0

dr

= − π

9

∫ √
5

0
rdr = − 5

18
π．

(2) Dn : 1 ≦ x ≦ n, 0 ≦ y ≦ log xとすると，∫∫
D

y

x2
dxdy = lim

n→∞

∫ n

1
dx

∫ log x

0

y

x2
dy = lim

n→∞

∫ n

1

1

x2

[
y2

2

]y=log x

y=0

dx =
1

2
lim
n→∞

∫ n

1

log2 x

x2
dx．

ここで，x = etと変換して，∫∫
D

y

x2
dxdy =

1

2
lim
n→∞

∫ logn

0
t2e−tdt =

1

2
lim
n→∞

([
−t2e−t

]logn
0

+

∫ logn

0
2te−tdt

)
= lim

n→∞

∫ logn

0
te−tdt = lim

n→∞

([
−te−t

]logn
0

+

∫ logn

0
e−tdt

)
= lim

n→∞

[
−e−t

]logn
0

= 1.

(3) Dn :
1

n
≦ |x| ≦ 1, |x|+ |y| ≦ 1とすると，対称性より，∫∫

D

dxdy√
x2 + y2

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

dxdy√
x2 + y2

= 4 lim
n→∞

∫ 1

1
n

dx

∫ 1−x

0

dy√
x2 + y2

= 4 lim
n→∞

∫ 1

1
n

[
log
(
y +

√
x2 + y2

)]y=1−x

y=0
dx

= 4 lim
n→∞

∫ 1

1
n

{
log
(
1− x+

√
2x2 − 2x+ 1

)
− log x

}
dx

= 4 lim
n→∞

{[
x
{
log
(
1− x+

√
2x2 − 2x+ 1

)
− log x

}]1
1
n

+

∫ 1

1
n

dx√
2x2 − 2x+ 1

}

= 4

[
− 1√

2
log
∣∣∣1− 2x+

√
4x2 − 4x+ 2

∣∣∣]1
0

= 4
√
2 log

(
1 +

√
2
)
．

(4) Dn : 0 ≦ x ≦ n, 0 ≦ y ≦ nとすると，対称性より，∫∫
D

dxdy

ex + ey
= lim

n→∞

∫∫
Dn

dxdy

ex + ey
= 2 lim

n→∞

∫ n

0
dx

∫ x

0

dy

ex + ey

= 2 lim
n→∞

∫ n

0

[
y − log(ex + ey)

ex

]y=x

y=0

dx = 2 lim
n→∞

∫ n

0
e−x {− log 2 + log(ex + 1)} dx
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= 2 lim
n→∞

{[
−e−x {− log 2 + log(ex + 1)}

]n
0
+

∫ n

0

dx

ex + 1

}
= 2 lim

n→∞
[x− log(ex + 1)]n0 = 2 log 2．

(5) Dn : 0 ≦ y ≦ π − 2

n
, y +

1

n
≦ x ≦ π − 1

n
とすると，∫∫

D

sin y√
(π − x)(x− y)

dxdy = lim
n→∞

∫∫
Dn

sin y√
(π − x)(x− y)

dxdy

= lim
n→∞

∫ π− 2
n

0
dy

∫ π− 1
n

y+ 1
n

sin y√(π−y
2

)2 − (x− y+π
2

)2dx
= lim

n→∞

∫ π− 2
n

0
sin y

[
sin−1 2x− π − y

π − y

]x=π− 1
n

x=y+ 1
n

dy

= 2 lim
n→∞

∫ π− 2
n

0
(sin y) sin−1 π − 2

n − y

π − y
dy

= 2 lim
n→∞

∫ π

2
n

(sin z) sin−1 z −
2
n

z
dz (z = π − y).

ここで，z ≧ 2

n
のとき，∣∣∣∣∣sin−1 z −

2
n

z
− π

2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣sin−1

(
1− 2

nz

)
− sin−1 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 2nz

∫ 1

0

dθ√
1− (1− 2θ

nz )
2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 2nz
∫ 1

0

dθ√
(2− 2θ

nz )
2θ
nz

∣∣∣∣∣∣ ≦ 1√
nz − 1

∫ 1

0

dθ√
θ
=

2√
nz − 1

.

故に， ∫ π

2
n

2√
nz − 1

dz =

[
4

√
nz − 1

n

]π
2
n

= 4

√
πn− 1− 1

n
→ 0 (n → ∞).

従って， ∫∫
D

sin y√
(π − x)(x− y)

dxdy = 2

∫ π

0
sin z · π

2
dz = π[− cos z]π0 = 2π.

3. 求める体積を V とおく．
(1) (x+y)2+y2+(y+2z)2 = 1であり，u = x+y, v = y, w = y+2zとおけばW : u2+v2+z2 = 1

は U に写る. また，∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
= det

 1 1 0

0 1 0

0 1 2

 = 2. 故に，

V =

∫∫∫
U
dxdydz =

1

2

∫∫∫
W

dudvdw =
1

2

∫ 1

0
dr

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
r2 sin θdφ =

1

2

1

3
· 2 · 2π =

2

3
π.

(2)
(
x+

y

2

)2
+

3

4
y2 ≦ 1,

3

4
y2 +

(
−y

2
+ z
)2

≦ 1 であり，u = x+
y

2
, v =

√
3

2
y, w = −y

2
+ z と

おけば，u2 + v2 ≦ 1, v2 + w2 ≦ 1. また，∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
= det

 1 1
2 0

0
√
3
2 0

0 −1
2 1

 =

√
3

2
. 故に，

V =

∫∫∫
U
dxdydz =

2√
3

∫∫∫
W

dudvdw =
16√
3

∫ 1

0
dv

∫ √
1−v2

0
du

∫ √
1−v2

0
dw
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=
16√
3

∫ 1

0
(1− v2)dv =

16√
3

[
v − v3

3

]1
0

=
32

3
√
3
.

(3) 対称性より，

V = 8

∫ 1

0
dz

∫ (1−
√
z)2

0
dy

∫ (1−√
y−

√
z)2

0
dx = 8

∫ 1

0
dz

∫ (1−
√
z)2

0
(1−√

y −
√
z)2dy

= 8

∫ 1

0
dz

∫ (1−
√
z)2

0

{
y − 2(1−

√
z)
√
y + (1−

√
z)2
}
dy

= 8

∫ 1

0

[
y2

2
− 4

3
(1−

√
z)y

3
2 + (1−

√
z)2y

]y=(1−
√
z)2

y=0

dz =
4

3

∫ 1

0
(1−

√
z)4dz．

ここで，z = t2とすると dz

dt
= 2tなので，

V =
8

3

∫ 1

0
t(1− t)4dt =

8

3

∫ 1

0

{
(1− t)4 − (1− t)5

}
dt

=
8

3

[
− 1

5
(1− t)5 +

1

6
(1− t)6

]1
0

=
4

45
．

(4) A(z) : x2 + y2 ≦
(
1− z

2
3

)3
とおき，x = r cos θ，y = r sin θとすると，

V =

∫ 1

−1
dz

∫∫
A(z)

dxdy = 2

∫ 1

0
dz

∫ (1−z
2
3 )

3
2

0
rdr

(∫ 2π

0
dθ

)
= 2π

∫ 1

0

(
1− z

2
3

)3
dz

= 2π

∫ 1

0

(
1− 3z

2
3 + 3z

4
3 − z2

)
dz = 2π

[
z − 9

5
z

5
3 +

9

7
z

7
3 − z3

3

]1
0

=
32

105
π．

(5) x = r cos θ，y = r sin θとすると，0 ≦ θ ≦ πで，r = cos θ + 1なので，x = cos θ(cos θ + 1)，
y = sin θ(cos θ + 1)．x′ =

dx

dθ
= − sin θ(1 + 2 cos θ)より，

V = π

∫ 0

π
y2x′dθ = π

∫ π

0
sin3 θ(cos θ + 1)2(2 cos θ + 1)dθ

= π

∫ 1

−1
(1− t2)(t+ 1)2(2t+ 1)dt (t = cos θ)

= π

∫ 1

−1
(−2t5 − 5t4 − 2t3 + 4t2 + 4t+ 1)dt

= 2π

∫ 1

0
(−5t4 + 4t2 + 1)dt = 2π

[
−t5 +

4

3
t3 + t

]1
0

=
8

3
π.

4.

(1) 対称性より，∫∫∫
U

dxdydz

(|x|+ |y|+ |z|+ 1)3
= 8

∫ 1

0
dz

∫ 1−z

0
dy

∫ 1−y−z

0

dx

(x+ y + z + 1)3

= 8

∫ 1

0
dz

∫ 1−z

0

[
− 1

2(x+ y + z + 1)2

]z=1−x−y

z=0

dy

= 4

∫ 1

0
dz

∫ 1−z

0

{
1

(x+ y + 1)2
− 1

4

}
dy
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= 4

∫ 1

0

[
− 1

x+ y + 1
− y

4

]y=1−z

y=0

dz = 4

∫ 1

0

(
1

z + 1
+

z

4
− 3

4

)
dz

= 4

[
log(z + 1) +

z2

8
− 3

4
z

]1
0

= 4 log 2− 5

2
．

(2) Un : x
2 + y2 + z2 ≦

√
1− 1

n
とすると，対称性と極座標変換より，

∫∫∫
U

|z|√
1− x2 − y2 − z2

dxdydz = lim
n→∞

∫∫∫
Un

|z|√
1− x2 − y2 − z2

dxdydz

= 8 lim
n→∞

∫ 1− 1
n

0
dr

∫ π
2

0
dθ

∫ π
2

0

r3 sin θ cos θ√
1− r2

dφ

= 2π lim
n→∞

(∫ 1− 1
n

0

r3√
1− r2

dr

)(∫ π
2

0
sin 2θdθ

)

= 2π lim
n→∞

([
−r2

√
1− r2

]1− 1
n

0
+ 2

∫ 1− 1
n

0
r
√
1− r2dr

)[
−cos 2θ

2

]π
2

0

= 4π

[
− 2

3
(1− r2)

3
2

]1
0

=
8

3
π．

(3) Un :
1

n
≦ |x| ≦ 1,

1

n
≦ |y| ≦ 1,

1

n
≦ |z| ≦ 1とすると，対称性より，∫∫∫

U
log |xyz|dxdydz = lim

n→∞

∫∫∫
Un

log |xyz|dxdydz

= 8 lim
n→∞

∫ 1

1
n

dx

∫ 1

1
n

dy

∫ 1

1
n

log(xyz)dz

= 8 lim
n→∞

∫ 1

1
n

dx

∫ 1

1
n

[log(xy)z + z (log z − 1)]z=1
z= 1

n
dy

= 8 lim
n→∞

∫ 1

1
n

dx

∫ 1

1
n

{log(xy)− 1} dy

= 8 lim
n→∞

∫ 1

1
n

[(log x− 1) y + y (log y − 1)]y=1

y= 1
n

dx

= 8 lim
n→∞

∫ 1

1
n

(log x− 2) dx = 8 lim
n→∞

[x (log x− 1)− 2x]11
n
= −24．

(4) 対称性より，∫∫∫
U
x2y2z2dxdydz = 8

∫ 1

0
dy

∫ y

0
dz

∫ y−z

0
x2y2z2dx

= 8

∫ 1

0
dy

∫ y

0
y2z2

[
x3

3

]x=y−z

x=0

dy =
8

3

∫ 1

0
dy

∫ y

0
(y − z)3y2z2dz．

ここで，z = yz̃とすると，∫∫∫
U
x2y2z2dxdydz =

8

3

∫ 1

0
dy

∫ 1

0
z̃2(1− z̃)3y8dz̃

=
8

3

(∫ 1

0
y8dy

)(∫ 1

0

(
z̃2 − 3z̃3 + 3z̃4 − z̃5

)
dz̃

)

22



=
8

3

[
y9

9

]1
0

·
[
z̃3

3
− 3

4
z̃4 +

3

5
z̃5 − z̃6

6

]1
0

=
2

405
．

(5) Un :
1

n2
≦ x2 + y2 +

z2

9
≦ 1とし，x = r sin θ cosφ，y = r sin θ sinφ，z = 3r cos θとすると，

対称性より， ∫∫∫
U

dxdydz√
x2 + y2 + z2

= lim
n→∞

∫∫∫
Un

dxdydz√
x2 + y2 + z2

= 24 lim
n→∞

∫ 1

0
dr

∫ π
2

0
dθ

∫ π
2

0

r sin θ√
1 + 8 cos2 θ

dφ

= 12π

(∫ 1

0
rdr

)(∫ π
2

0

sin θ√
1 + 8 cos2 θ

dθ

)

= 6π

∫ π
2

0

sin θ√
1 + 8 cos2 θ

dθ．

ここで，t = cos θと置換すると，∫ π
2

0

sin θ√
1 + 8 cos2 θ

dθ =

∫ 1

0

dt√
1 + 8t2

=
[sinh−1(2

√
2t)

2
√
2

]1
0
=

sinh−1(2
√
2)

2
√
2

=
1√
2
log
(
1 +

√
2
)

なので，
∫∫∫

U

dxdydz√
x2 + y2 + z2

= 3
√
2π log

(
1 +

√
2
)
．

5. 求める曲面積を Sとする．
(1) 対称性より，z ≧ 0 としてよい．(x2 + y2)

1
3 + z

2
3 = 1の両辺を x，yで偏微分して，

zx = − xz
1
3

(x2 + y2)
2
3

， zy = − yz
1
3

(x2 + y2)
2
3

なので，
√

1 + z2x + z2y = (x2 + y2)−
1
6．D : x2 + y2 ≦ 1として，極座標変換より，

S = 2

∫∫
D
(x2 + y2)−

1
6dxdy = 2

∫ 1

0
dr

∫ 2π

0
r

2
3dθ = 4π

[
3

5
r

5
3

]1
0

=
12

5
π．

(2) x = r cos θ，y = r sin θとすると，(x2 + y2)2 = x2 − y2の第 1象限にある部分は r =
√
cos 2θ(

0 ≦ θ ≦ π

4

)
とかける．このとき，

dr

dθ
= − sin 2θ√

cos 2θ
， dx

dθ
=

dr

dθ
cos θ − r sin θ = − 1√

cos 2θ
sin 3θ，

dy

dθ
=

dr

dθ
sin θ + r cos θ =

1√
cos 2θ

cos 3θ， 1 +

(
dy

dx

)2

= 1 +

(
dy
dθ
dx
dθ

)2

=
1

sin2 3θ

なので，

S = 2π

∫ π
4

0
sin θdθ = 2π [− cos θ]

π
4
0 =

(
2−

√
2
)
π．

(3) x = r cos θ，y = r sin θとすると，r = 1+cos θ (0 ≦ θ ≦ π)とかけるので，x = cos θ+cos2 θ，
y = sin θ + sin θ cos θ．従って，dx

dθ
= − sin θ − sin 2θ，dy

dθ
= cos θ + cos 2θであり，

1 +

(
dy

dx

)2

= 1 +

(
dy
dθ
dx
dθ

)2

=
4 cos2 θ

2

(sin θ + sin 2θ)2
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なので，
S = 2π

∫ π

0
sin θ(1 + cos θ)2 cos

θ

2
dθ = 8π

∫ π

0
sin θ cos3

θ

2
dθ．

ここで，θ = 2φとして，

S = 16π

∫ π
2

0
sin 2φ cos3 φdφ = 32π

∫ π
2

0
sinφ cos4 φdφ = 32

[
cos5 φ

5

]π
2

0

=
32

5
π．

(4)

S = 2π

∫ π
4

0
tanx

√
1 +

1

cos4 x
dx = 2π

∫ π
4

0

sinx
√
1 + cos4 x

cos3 x
dx．

ここで，t = cosxと変換して，S = 2π

∫ 1

1√
2

√
t4 + 1

t3
dt．さらに，t = u

1
4 とすると， dt

du
=

1

4
u−

3
4

なので，

S =
π

2

∫ 1

1
4

u−
3
2

√
u+ 1du =

π

2

([
−2u−

1
2

√
u+ 1

]1
1
4

+

∫ 1

1
4

du√
u2 + u

)

= π
(√

5−
√
2
)
+

π

2

[
2 log

(√
x+

√
x+ 1

)]1
1
4
= π

{
√
5−

√
2 + log

2
(
1 +

√
2
)

1 +
√
5

}
．

(5) 対称性より，z ≧ 0 としてよい．

zx = x
1− 2

√
x2 + y2

2
√
x2 + y2

√√
x2 + y2 − x2 − y2

， zy = y
1− 2

√
x2 + y2

2
√
x2 + y2

√√
x2 + y2 − x2 − y2

なので，
√

1 + z2x + z2y =
1

2

√√
x2 + y2 − x2y2

．D : x2 + y2 ≦ 1とし，極座標変換より，

S =

∫∫
D

dxdy√√
x2 + y2 − x2 − y2

＝
∫ 1

0
dr

∫ 2π

0

r√
r − r2

dθ

= 2π

∫ 1

0
r

1
2 (1− r)−

1
2dr = 2πB

(
3

2
,
1

2

)
= 2π

Γ(32)Γ(
1
2)

Γ(2)
= π2．

6. 全質量をM とし，求める重心をG(x0, y0, z0)，慣性モーメントを I とする．
(1)

M =

∫∫∫
U
|xyz|dxdydz = 4

(∫ 1

0
xdx

)3

=
1

2
.

また，

x0 =
1

M

∫∫∫
U
x|xyz|dxdydz = 8

(∫ 1

0
x2dx

)(∫ 1

0
ydy

)2

=
2

3
.

対称性より，y0 = z0 = 0. よって，G

(
2

3
, 0, 0

)
．

I =

∫∫∫
U
(x2 + z2)|xyz|dxdydz
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= 4

(∫ 1

0
x3dx

)(∫ 1

0
ydy

)2

+ 4

(∫ 1

0
xdx

)2(∫ 1

0
z3dy

)
=

1

4
+

1

4
=

1

2
.

(2) 円柱座標変換より，

M =

∫∫∫
U

√
x2 + y2dxdydz =

(∫ 1

0
dz

)(∫ 1

0
dr

∫ 2π

0
r2dθ

)
= 2π

[
r3

3

]1
0

=
2

3
π．

対称性より，x0 = y0 = 0．

z0 =
1

M

∫∫∫
U
z
√
x2 + y2dxdydz =

3

2π

(∫ 1

0
zdz

)(∫ 1

0
dr

∫ 2π

0
r2dθ

)
= 3

[
z2

2

]1
0

[
r3

3

]1
0

=
1

2
．

よって，G

(
0, 0,

1

2

)
．

I =

∫∫∫
U
(x2 + y2)

3
2dxdydz =

(∫ 1

0
dz

)(∫ 1

0
dr

∫ 2π

0
r4dθ

)
= 2π

[
z2

2

]1
0

[
r5

5

]1
0

=
2

5
π．

(3)

M =

∫∫∫
U
zdxdydz =

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
zdz

=
1

2

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
(1− x− y)2dy =

1

2

∫ 1

0

[
−(1− x− y)3

3

]y=1−x

y=0

dx

=
1

6

∫ 1

0
(1− x)3dx =

1

6

[
−(1− x)4

4

]1
0

=
1

24
.

同様の計算で，

x0 =
1

M

∫∫∫
U
xzdxdydz = 4

∫ 1

0
x(1− x)3dx = 4

([
−x

(1− x)4

4

]1
0

+

∫ 1

0

(1− x)4

4
dx

)
=

1

5
.

対称性より，y0 =
1

5
. また，

z0 =
1

M

∫∫∫
U
z2dxdydz = 24

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
z2dz

= 8

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
(1− x− y)3dy = 2

∫ 1

0
(1− x)4dx =

2

5
.

よって，G

(
1

5
,
1

5
,
2

5

)
．

I =

∫∫∫
U
(x2 + z2)zdxdydz =

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
dy

∫ 1−x−y

0
(x2z + z3)dz

=

∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0

{
x2

(1− x− y)2

2
+

(1− x− y)4

4

}
dy

=

∫ 1

0

{
x2

(1− x)3

6
+

(1− x)5

20

}
dx
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=
1

6
· 2

4 · 5 · 6
+

1

20

1

6
=

1

120

(
1

3
+ 1

)
=

1

90
.

(4) 極座標変換より，

M =

∫∫∫
U
ydxdydz =

∫ 1

0
dr

∫ π
2

0
dθ

∫ π

0
r3 sin2 θ sinφdφ

=

(∫ 1

0
r3dr

)(∫ π
2

0

1− cos 2θ

2
dθ

)(∫ π

0
sinφdφ

)
=

1

4

π

4
2 =

π

8
.

対称性より，x0 = 0. また，

y0 =
1

M

∫∫∫
U
y2dxdydz =

8

π

(∫ 1

0
r4dr

)(∫ π
2

0
sin3 θdθ

)(∫ π

0
sin2 φdφ

)

=
8

π

1

5

(∫ π
2

0

3 sin θ − sin 3θ

4
dθ

)(∫ π

0

1− cos 2φ

2
dφ

)
=

8

π

1

5
· 1
4

(
3− 1

3

)
π

2
=

8

15
,

z0 =
1

M

∫∫∫
U
zydxdydz =

8

π

(∫ 1

0
r4dr

)(∫ π
2

0
sin2 θ cos θdθ

)(∫ π

0
sinφdφ

)

=
8

π

1

5

[
sin3 θ

3

]π
2

0

· 2 =
16

15π
.

よって，G

(
0,

8

15
,
16

15π

)
．

I =

∫∫∫
U
(y2 + z2)ydxdydz

=

(∫ 1

0
r5dr

)(∫ π
2

0
dθ

∫ π

0
sin2 θ sinφ(sin2 θ sin2 φ+ cos2 θ)dφ

)

=
1

6

∫ π
2

0
dθ

∫ π

0
sin2 θ sinφ(sin2 φ+ cos2 θ cos2 φ)dφ

=
1

6

{(∫ π
2

0

1− cos 2θ

2
dθ

)(∫ π

0

3 sinφ− sin 3φ

4
dφ

)
+

(∫ π
2

0

sin2 2θ

4
dθ

)[
−cos3 φ

3

]π
0

}

=
1

6

(
π

4
· 4
3
+

π

16
· 2
3

)
=

π

16
.

(5) 極座標変換より，

M =

∫∫∫
U
z2dxdydz =

∫ 1

0
dr

∫ π
2

0
dθ

∫ π
2

0
r4 sin θ cos2 θdθ

=

(∫ 1

0
r4dr

)(∫ π
2

0
sin θ cos2 θdθ

)(∫ π
2

0
dφ

)

=
1

5
·
[
−cos3 θ

3

]π
2

0

· π

2
=

π

30
.

x0 =
1

M

∫∫∫
U
xz2dxdydz =

30

π

(∫ 1

0
r5dr

)(∫ π
2

0
sin2 θ cos2 θdθ

)(∫ π
2

0
cosφdφ

)

=
30

π
· 1
6

(∫ π
2

0

1− cos 4θ

8
dθ

)
=

5

π
· π

16
=

5

16
,
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z0 =
1

M

∫∫∫
U
z3dxdydz =

30

π

(∫ 1

0
r5dr

)(∫ π
2

0
sin θ cos3 θdθ

)(∫ π
2

0
dφ

)

=
30

π
· 1
6

[
−cos4 θ

4

]π
2

0

· π

2
=

5

8
.

対称性より，y0 = x0 =
5

16
. よって，G

(
5

16
,
5

16
,
5

8

)
．

I =

∫∫∫
U
(y2 + z2)z2dxdydz =

∫ 1

0
dr

∫ π
2

0
dθ

∫ π
2

0
r6(sin2 θ sin2 φ+ cos2 θ) sin θ cos2 θdφ

=

(∫ 1

0
r6dr

)∫ π
2

0
dθ

∫ π
2

0
(sin2 φ+ cos2 θ cos2 φ) sin θ cos2 θdφ

=
1

7

{(∫ π
2

0
sin θ cos2 θdθ

)(∫ π
2

0
sin2 φdφ

)
+

(∫ π
2

0
sin θ cos4 θdθ

)(∫ π
2

0
cos2 φdφ

)}

=
1

7

{[
−cos3 θ

3

]π
2

0

(∫ π
2

0

1− cos 2φ

2
dφ

)
+

[
−cos5 θ

5

]π
2

0

(∫ π
2

0

cos 2φ+ 1

2
dφ

)}

=
1

7

(
1

3
· π
4
+

1

5
· π
4

)
=

2

105
π.
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