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4.1 2変数関数の極限と連続性

問1 (1) f(x, y) = x−y+1の値はすべての (x, y)で定まるので，定義域は平面上のすべての点で
ある．また，(x, y, z) = (x, y, x−y+1) = x(1, 0, 1)+y(0, 1,−1)+(0, 0, 1)となるので，z = f(x, y)

のグラフは，3点 (0, 0, 1)，(0, 1, 0)，(−1, 0, 0)を通る平面となる．
(2) f(x, y) = x2+y2の値はすべての (x, y)で定まるので，定義域は平面上のすべての点である．

また，極座標表示 x = r cos θ, y = r sin θすると，θによらずに z = r2となる．よって，z = f(x, y)

のグラフは，xz平面での曲線 z = x2を z軸中心に回転させたものとなる．
(3) f(x, y) =

√
1− x2 − y2は，1− x2 − y2 ≥ 0のとき定義されるので，定義域は半径 1の円

板とその内部である．また，極座標表示すると，θによらず z =
√
1− r2となるので，z = f(x, y)

のグラフは，xz平面での曲線 z =
√
1− x2を z軸中心に回転させたものとなる．

(4) f(x, y) =
1

x2 − y2
の値は x2 − y2 = 0となる点を除いて定まる．よって，定義域は 2直線

y = xと y = −xを除く平面上のすべての点となる．また，f(x, y) = cとすると，x2−y2 = 1
c (c ̸= 0)

となり，これが z = f(x, y)の等高線である．
(5) f(x, y) = xyの値はすべての (x, y)で定まるので，定義域は平面上のすべての点となる．ま

た，f(x, y) = cを解くと，y = c
x が z = f(x, y)の等高線となる．

(6) f(x, y) = log(x2+ y2)は x2+ y2 = 0となる点を除いて定まるので，定義域は原点を除く平
面上のすべての点となる．また，極座標表示すると，θによらず z = 2 log rとなるので，z = f(x, y)

のグラフは，xz平面での曲線 z = 2 log |x|を z軸を中心に回転させたものとなる．
問 2 (1) lim

(x,y)→(0,0)
(1 + x2 − y3) = 1.

(2) f(x, y) =
x3 − y4

x2 + y2
を極座標表示すると，|f(x, y)| = r| cos3 θ − r sin4 θ| ≤ r(1 + r) と

なる．最右辺を ϵ(r) = r(1 + r) とおくと，ϵ(r) は θ によらない関数で，lim
r→0

ϵ(r) = 0 なので，
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

(3) f(x, y) = xy log(x2 + y2) を極座標表示すると，|f(x, y)| ≤ 2r2 log r となる．最右辺を
ϵ(r) = 2r2 log rとおくと，ϵ(r)は θによらない関数である．また，ロピタルの定理より，lim

r→0
ϵ(r) =

lim
r→0

(
−r2

2

)
= 0なので， lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

(4) f(x, y) =
x

x2 + y2
は，直線 y = mx上では f(x, y) =

m

1 +m2

1

x
なので，x → 0の極限は存

在しない．よって， lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) は存在しない．

(5) f(x, y)− xy√
x2 + y2

を極座標変換すると，|f(x, y)| ≤ rとなる．最右辺を ϵ(r) = rとおく
と，ϵ(r)は θによらない関数で，lim

r→0
ϵ(r) = 0なので， lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

(6) f(x, y) =
y

x2 + y
は，直線 y = 0上では f(x, y) = 0である．一方，直線 x = 0上では

f(x, y) = 1なので， lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)は存在しない．

問 3 (1) f(x, y) =
xy

x2 + y2
は，直線 y = mx上で f(x, y) =

m

1 +m2
となり，原点への近づけ方

によらない極限は存在しない．よって， lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)は存在しない．一方， lim
x→0

f(x, y) = 0か
つ lim

y→0
f(x, y) = 0なので，一方，累次極限は

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = 0, lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 0.

(2) f(x, y) =
y(x− y)

x2 + y2
は，直線 y = mx上で f(x, y) =

m−m2

1 +m2
となり，原点への近づけ方に
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よらない極限は存在しない．よって， lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)は存在しない．一方，累次極限は，

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = lim
y→0

(−1) = −1, lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

0 = 0.

(3) f(x, y) =
x2y

x3 + y3
は，直線 y = mx上では f(x, y) =

m

1 +m2
なので，極限 lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y)

は存在しない．一方，累次極限は，

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = lim
y→0

0 = 0, lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

0 = 0.

(4) f(x, y) =
x

x+ y2
は，直線 x = 0上では f(x, y) = 0，直線 y = 0上では f(x, y) = 1なの

で， lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)は存在しない．一方，累次極限は

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = lim
y→0

0 = 0, lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

1 = 1.

(5) f(x, y) =

√
|xy|

x+ y
は，y = mx (x > 0)上では f(x, y) =

√
|m|

1 +m
なので， lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y)

は存在しない．一方，累次極限は，

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = lim
y→0

0 = 0, lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = lim
x→0

0 = 0.

(6) f(x, y) =
2x− 3y√
x2 + y2

は，直線 x = 0の y > 0の部分では，f(x, y) = −3，直線 x = 0の

y < 0の部分では，f(x, y) = 3なので， lim
(x,y)→(0,0

f(x, y)は存在しない．また，lim
x→0

f(x, y) = −3
y

|y|
，

lim
y→0

f(x, y) = 2
x

|x|
なので，累次極限も存在しない．

問 4 (1) lim
(x,y)→(0,0)

(2x+ 3y) = 0かつ lim
(x,y)→(0,0)

cos y = 1なので，
lim

(x,y)→(0,0)
(2x+ 3y) cos y = 0 · 1 = 0．

(2) lim
(x,y)→(1,1)

(x2 + y2) = 2なので， lim
(x,y)→(1,1)

ex
2+y2 = e2．

(3) lim
(x,y)→(0,0)

sinx cos y = 0 · 1 = 0．
(4) lim

(x,y)→(1,0)
ey

2
log x = 1 · 0 = 0．

(5) lim
(x,y)→(2,1)

xy + 2 sinπy + 1

x2 + y2
=

2− 2 · 0 + 1

1 + 4
=

3

5
．

(6) lim
(x,y)→(1,1)

xy log |xy| = 1 · 0 = 0．

問 5 (1) F (z) = ez と g(x, y) = x2 + y2は連続なので，合成関数 F (g(x, y)) = ex
2+y2 は平面上

のすべての点で連続である．よって，f(x, y) = 1 + xex
2+y2 も平面上のすべての点で連続である．

(2) F (z) = log(1 + z) (z > 0) と g(x, y) = x2 + y2 は連続なので，f(x, y) = F (g(x, y)) =

log(1 + x2 + y2)は平面上のすべての点で連続である．
(3) sin(x+ y)と cos(x− y)の連続性は，sin z，cos z および x± yの連続性から導かれる．よっ

て，それらの積である f(x, y) = sin(x+ y) cos(x− y)は，平面上のすべての点で連続である．
(4) (3)と同様にして，sin(x+y)と cos(x+y)は連続であり，1+ z2が連続であることから合成

関数 1+cos2(x+y)も連続である．また，1+cos2(x+y) ≥ 1 > 0なので，f(x, y) = sin(x+ y)

1 + cos2(x+ y)
は平面上のすべての点で連続である．
(5) lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y)は存在しないので，f(x, y)は原点において連続でない．一方，原点以外

では x2 + y2 > 0なので，原点を除く平面上のすべての点で f(x, y)は連続である．
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(6) 原点以外では x2+y2 > 0なので，f(x, y)は連続である．また，極座標表示すると f(x, y) =

2r2 log rとなる．ロピタルの定理より

lim
r→0

2r2 log r = 2 lim
r→0

(log r)′

(r−2)′
= − lim

r→0
r2 = 0

なので， lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0．よって，原点においても連続なので，f(x, y)は平面上のすべての
点で連続である．
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4.2 偏微分と全微分

問 1 (1) f(x, y) = y2 sinxとすると，h → 0のとき，
f(π + h, 1)− f(π, 1)

h
=

sin(π + h)

h
= −sinh

h
→ −1

なので，fx(π, 1) = −1．また，
f(π, 1 + k)− f(π, 1)

k
= 0

なので，fy(π, 1) = 0．
(2) f(x, y) = xy2 + xとすると，

f(1 + h, 1)− f(1, 1)

h
=

2(1 + h)− 2

h
= 2

なので，fx(1, 1) = 2．また，k → 0のとき，

f(1, 1 + k)− f(1, 1)

k
=

2k + k2

k
= 2 + k → 2

なので，fy(1, 1) = 2．
(3) f(x, y) = x2 − y2とすると，

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= h → 0 (h → 0),

f(0, k)− f(0, 0)

k
= −k → 0 (k → 0)

なので，fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0．
(4) f(x, y) =

√
|xy|とすると，

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0,

f(0, k)− f(0, 0)

k
= 0

なので，fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0．
(5) f(x, y) = yxとすると，

f(1 + h, 1)− f(1, 1)

h
= 0,

f(1, 1 + k)− f(1, 1)

k
= 1

なので，fx(0, 0) = 0，fy(0, 0) = 1．
(6) f(x, y) = sin−1 y

x とすると，

f(1 + h, 1)− f(1, 1)

h
=

sin−1 1
1+h − π

2

h
= −

cos−1 1
1+h

h

となる．ここで，逆三角関数の関係cos−1 x =
π

2
−sin−1 xを用いた．また，導関数の公式 d

dx
cos−1 x =

−1√
1− x2

を用いると，ロピタルの定理より，

lim
h→0

f(1 + h, 1)− f(1, 1)

h
= − lim

h→0

(cos−1 1
1+h)

′

(h)′
= − lim

h→0

1

(1 + h)
√
(1 + h)2 − 1

−∞.

同様に，
lim
k→0

f(1, 1 + k)− f(1, 1)

k
= − lim

k→0

−1√
1− (1 + k)2

= ∞.

5



以上より，f(x, y)は点 (1, 1)において偏微分可能でない．

問 2 (1) f(x, y) = x2 − y2とすると，fx = 2x，fy = −2y．
(2) f(x, y) = (x+ y)3とすると，fx = 3(x+ y)2，fy = 3(x+ y)2．
(3) f(x, y) = sin(2x+ y)とすると，fx = 2 cos(2x+ y)，fy = cos(2x+ y)．
(4) f(x, y) =

√
1− x2 − y2とすると，fx = − x√

1− x2 − y2
，fy = − y√

1− x2 − y2
．

(5) f(x, y) =
1

x2 + y2
とすると，fx =

−2x

(x2 + y2)2
，fy =

−2y

(x2 + y2)2
．

(6) f(x, y) =
x

x2 − y2
とすると，fx = − x2 + y2

(x2 − y2)2
，fy = − 2xy

(x2 − y2)2
．

(7) f(x, y) =
x2

y
とすると，fx =

2x

y
，fy = −x2

y2
．

(8) f(x, y) = ex
3+2y2 とすると，fx = 3x2ex

3+2y2，fy = 4yex
3+2y2．

(9) f(x, y) = tan−1 y
x とする．公式 tan−1 x =

1

1 + x2
を用いると，

fx =
1

1 + (y/x)2
· −y

x2
=

−y

x2 + y2
.

同様に，
fy =

1

1 + (y/x)2
· 1
x
=

x

x2 + y2
.

問 3 (1) zx = 4x，zy = −6yなので，dz = 4xdx− 6ydy．
(2) zx = −2 sin(2x+ 3y)，zy = −3 sin(2x+ 3y)なので，dz = − sin(2x+ 3y)(2dx+ 3dy)．
(3) zx = 2xex

2+y2，zy = 2yex
2+y2 なので，dz = 2ex

2+y2(xdx+ ydy)．
(4) zx =

x√
x2 + y2

，zy =
y√

x2 + y2
なので，dz =

xdx+ ydy√
x2 + y2

．
(5) zx = y cosxy，zy = x cosxyなので，dz = cosxy(ydx+ xdy)．
(6) zx =

2x

x2 + y2
，zy =

2y

x2 + y2
なので，dz = 2

xdx+ ydy

x2 + y2
．

(7) zx = −y(x2 + y2)

x2 − y2)2
，zy =

x(x2 + y2)

x2 − y2)2
なので，dz =

(x2 + y2)(−ydx+ xdy)

(x2 − y2)2
．

(8) zx =
4xy2

(x2 + y2)2
，zy =

−4x2y

(x2 + y2)2
なので，dz =

4xy(ydx− xdy)

(x2 + y2)2
．

(9) zx =
y3

(x2 + y2)3/2
，zy =

x3

(x2 + y2)3/2
なので，dz =

y3dx+ x3dy

(x2 + y2)3/2
．

問 4 (1) fx = 2xy，fy = x2なので，dz

dt
= 2xyx′ + x2y′．

(2) fx =
2x

x2 + y2
，fy =

2y

x2 + y2
なので，dz

dt
=

2(xx′ + yy′)

x2 + y2
．

(3) fx =
y(−x2 + y2)

(x2 + y2)2
，fy =

x(x2 − y2)

(x2 + y2)2
なので，dz

dt
=

(x2 − y2)(−yx′ + xy′)

(x2 + y2)2
．

(4) fx =
−x

1− x2 − y2
，fy =

−y

1− x2 − y2
なので，dz

dt
= − xx′ + yy′√

1− x2 − y2
．

問 5 (1) y′ = 2なので，dz

dx
= fx + 2fy．

(2) y′ = 2xなので，dz

dx
= fx + 2xfy．

(3) y′ = − x√
1− x2

なので，dz

dx
= fx −

xfy√
1− x2

．

(4) y′ = (1 + 2x2)ex
2 なので，dz

dx
= fx + (1 + 2x2)ex

2
fy．

6



問 6 xr = cos θ，yr = sin θなので，

zr = zxxr + zyyr = zx cos θ + zy sin θ.

同様に，xθ = −r sin θ，yθ = r cos θなので，

zθ = zxxθ + zyyθ = −zxr sin θ + zyr cos θ.

問 7 (1) xu = 2，yu = 2なので，zu = 2(zx + zy)．xv = 3，yv = −3なので，zv = 3(zx − zy)．
(2) xu = 2u，yu = 2uなので，zu = 2u(zx+zy)．xv = 2v，yv = −2vなので，zv = 2v(zx−zy)．
(3) xu = ev，yu = veu なので，zu = evzx + veuzy．xv = uev，yv = eu なので，zv =

uevzx + euzy．
(4) xu = cosh v，yu = sinh vなので，zu = zx cosh v + zy sinh v．xv = u sinh v，yv = u cosh v

なので，zv = zxu sinh v + zyu cosh v．
問 8 (1) f(x, y) = 2xy2 とすると，fx = 2y2，fy = 4xy なので，fx(1, 1) = 2，fy(1, 1) = 4．
よって，接平面の方程式は，z = 2 + 2(x− 1) + 4(y − 1)．これを整理して，z = 2x+ 4y − 4．ま
た，法線の方程式は，x− 1

2
=

y − 1

4
=

z − 2

−1
．これを整理して，2(x− 1) = y − 1 = −4(z − 2)．

(2) f(x, y) = x2 + y2とすると，fx = 2x，fy = 2yなので，fx(1, 1) = 2，fy(1, 1) = 2．よっ
て，接平面の方程式は，z = 2+2(x− 1)+ 2(y− 1)．これを整理して，z = 2x+2y− 2．また，法
線の方程式は，x− 1

2
=

y − 1

2
=

z − 2

−1
．これを整理して，x− 1 = y − 1 = −2(z − 2)．

(3) f(x, y) =
x2

2
+

y2

3
とすると，fx = x，fy = 2y/3なので，fx(2, 3) = 2，fy(2, 3) = 2．よっ

て，接平面の方程式は，z = 5+2(x− 2)+ 2(y− 3)．これを整理して，z = 2x+2y− 5．また，法
線の方程式は，x− 2

2
=

y − 3

2
=

z − 5

−1
．これを整理して，x− 2 = y − 3 = −2(z − 5)．

(4) f(x, y) =
√

9− x2 − y2 とすると，fx =
−x√

9− x2 − y2
，fy =

−y√
9− x2 − y2

なので，

fx(1, 2) = −1/2，fy(1, 2) = −1．よって，接平面の方程式は，z = 2 − 1

2
(x − 1) − (y − 2)．これ

を整理して，z = −x
2 − y+ 9

2．また，法線の方程式は，
x− 1

−1/2
=

y − 2

−1
=

z − 2

−1
．これを整理して，

2(x− 1) = y − 2 = z − 2．
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4.3 高次偏導関数

問1 (1) f(x, y) = (2x+y)2とすると，fx = 4(2x+y)，fy = 2(2x+y)，fxx = 8，fxy = fyx = 4，
fyy = 2．
(2) f(x, y) = cosh(x + y)とすると，fx = fy = sinh(x + y)．これを微分して，fxx = fxy =

fyx = fyy = cosh(x+ y)．
(3) f(x, y) = ex log y2とすると，fx = f なので，fxx = fx = f，fxy = fy．また，fy =

2ex

y

なので，fyx = fy =
2ex

y
，fyy = −2ex

y2
．

(4) f(x, y) =
1

x2 + y2
とすると，fx = − 2x

(x2 + y2)2
，fy = − 2y

(x2 + y2)2
．これらを微分して，

fxx =
2(3x2 − y2)

(x2 + y2)3
，fxy = fyx =

8xy

(x2 + y2)3
，fyy =

2(3y2 − x2)

(x2 + y2)3
．

(5) f(x, y) =
x√

x2 + y2
とすると，fx =

y2

(x2 + y2)3/2
，fy = − xy

(x2 + y2)3/2
．これらを微分し

て，fxx = − 3xy2

(x2 + y2)5/2
，fxy = fyx =

y(2x2 − y2)

(x2 + y2)5/2
，fyy = − x(x2 − 2y2)

(x2 + y2)5/2
．

(6) f(x, y) =
x

x2 − y2
とすると，fx = − x2 + y2

(x2 − y2)2
，fy =

2xy

(x2 − y2)2
．これらを微分して，

fxy = fyx = −2y(3x2 + y2)

(x2 − y2)3
，fxx = fyy =

2x(x2 + 3y2)

(x2 − y2)3

問 2 (1) 原点では，

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0， fy(0, 0) = lim

k→0

f(0, k)− f(0, 0)

k
= 0.

原点以外では，f(x, y) =
xy(x2 + 2y2)

x2 + y2
なので，f(x, y)は偏微分可能で,

fx =
y(x4 + 22y2 + 2y4)

(x2 + y2)2
, fy =

x(x4 + 5x2y2 + 2y4)

(x2 + y2)2
.

よって，fx，fyは原点以外では連続である．極座標表示すると，|fx| ≤ 4r，|fy| ≤ 8r となり，右辺
は θに依らない関数で，r → 0のとき，0に収束する．よって， lim

(x,y)→(0,0)
fx(x, y) = 0 = fx(0, 0)，

lim
(x,y)→(0,0)

fy(x, y) = 0 = fy(0, 0)．以上から，f はすべての点で偏微分可能で，fx，fy はすべての
点で連続であるのである．したがって，f は C1級である．

(2) 原点以外では，fxは偏微分可能で，fxyは直線 x = 0上で fxy(0, y) = 10，直線 y = 0上
で fxy(x, 0) = 1である．よって， lim

(x,y)→(0,0)
fxy(x, y)が存在しない．したがって，fxy は原点で連

続でない．
問 3 (1) f(x, y) = x2 + y3とすると，fxy = 0は定数関数なので，連続．

(2) f(x, y) = y2ex
2 とすると，fxy = 4xyex

2 なので，連続．
(3) f(x, y) = sin−1 xyとすると，fxy = 1

{1−(xy)2}3/2．よって、|xy| < 1となる点 (x, y)で連続．
(4) f(x, y) =

1√
x2 + y2

とすると，fxy = 3xy
(x2+y2)5/2

なので，原点を除いて連続．

(5) 原点以外では，f(x, y) = exp

(
− 1√

x2 + y2

)
なので，fxy =

xy(1− 3
√
x2 + y2)

(x2 + y2)3
f は連続

で，極座標表示すると |fxy| ≤ (r−4+3r−3)e−1/r となり，右辺は θによらない関数で，r → 0のとき 0

に収束する．よって， lim
(x,y)→(0,0)

fxy(x, y) = 0．一方，原点では，fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
=

lim
h→0

h−1e−1/|h| = 0，fxy(0, 0) = lim
k→0

fx(0, k)− fx(0, 0)

k
= 0 なので，lim(x,y)→(0,0) fxy(x, y) =
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fxy(0, 0)．よって，fxy は連続．

問 4 F (x, t) = f(x± at)とおくと，∂2F

∂t2
= a2f ′′(x± at)，∂2F

∂x2
= f ′′(x± at)．よって，

∂2z

∂t2
= a2(f ′′(x+ at) + f ′′(x− at)) = a2

∂2z

∂x2
.

問 5 (1) f(x, y) = 2x− y + 1とすると，fxx = 0，fyy = 0なので，fxx + fyy = 0．
(2) f(x, y) = x2 − y2とすると，fxx = 2，fyy = −2なので，fxx + fyy = 0．
(3) f(x, y) = x3 − 3xy2とすると，fxx = 6x，fyy = −6xなので，fxx + fyy = 0．
(4) f(x, y) = ex cos yとすると，fxx = f，fyy = −f なので，fxx + fyy = 0．
(5) f(x, y) = coshx sin yとすると，fxx = f，fyy = −f なので，fxx + fyy = 0．
(6) f(x, y) =

y

x2 + y2
とすると，fxx =

2y(3x2 − y2)

(x2 + y2)3
= −fyy =なので，fxx + fyy = 0．

(7) f(x, y) = log
√

x2 + y2とすると，fxx =
y2 − x2

(x2 + y2)2)
= −fyy なので，fxx + fyy = 0．

(8) f(x, y) = sin−1 u(x, y)，u(x, y) = 2xy

x2 + y2
とすると，fx =

ux√
1− u2

，fxx =
uxx(1− u2) + uu2x

(1− u2)3/2
．

ここで，uxx(1− u2) + uu2x =
4xy(x2 − y2)3

(x2 + y2)5
を g(x, y)とおくと，g(y, x) = −g(x, y)となる．よっ

て，f(y, x) = f(x, y)，u(y, x) = u(x, y)より，fyy(x, y) = fxx(y, x) = −fxx(x, y)．したがって，
fxx + fyy = 0．
(9) f(x, y) = tan−1 u(x, y)，u(x, y) = y

x とすると，fx =
ux

1 + u2
，fy =

uy
1 + u2

．また，ux =

−y/x2，uxx = 2y/x3より，fxx =
2y

x3(1 + u2)2
．uy = 1/x，uyy = 0より，fyy =

−2y

x3(1 + u2)2
=

−fxxなので，fxx + fyy = 0．

問6 (1) f(x, y) =
√
1− x2 − y2とすると，fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，fxx(x, y) = y2 − 1

(1− x2 − y2)3/2
，

fyy(x, y) =
x2 − 1

(1− x2 − y2)3/2
，fxy(x, y) =

−xy

(1− x2 − y2)3/2
なので，

f(x, y) = 1 +
1

2
(x2fxx(θx, θy) + 2xyfxy(θx, θy) + y2fyy(θx, θy))

= 1− x2 + y2

2{1− θ2(x2 + y2)}
3
2

.

(2) f(x, y) = sin(x+ y)とすると，fx(0, 0) = fy(0, 0) = 1，fxx(x, y) = fyy(x, y) = fxy(x, y) =

− sin(x+ y) なので，

f(x, y) = 0 + x+ y +
1

2
(x2fxx(θx, θy) + 2xyfxy(θx, θy) + y2fyy(θx, θy))

= (x+ y)− 1

2
(x+ y)2 sin(θ(x+ y)).

(3) f(x, y) = cosh(x + y)とすると，fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，fxx = fyy = fxy = cosh(x + y)

なので，f(x, y) = 1 +
1

2
(x+ y)2 cosh(θ(x+ y)).

(4) f(x, y) = log(1− x2 − y2)とすると，fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，fxx(x, y) =
2(y2 − x2 − 1)

(1− x2 − y2)2
，

fxy(x, y) =
−4xy

(1− x2 − y2)2
，fyy(x, y) =

2(x2 − y2 − 1)

(1− x2 − y2)2
なので，

f(x, y) = 0 +
1

2
(x2fxx(θx, θy) + 2xyfxy(θx, θy) + y2fyy(θx, θy))
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= −(x2 + y2){1 + θ2(x2 + y2)}
{1− θ2(x2 + y2)}2

.

(5) 原点以外では，f(x, y) = e
− 1

x2+y2 となるので，合成関数の微分法を用いて計算する．この
とき，f(y, x) = f(x, y)より fyy(x, y) = fxx(y, x)となることも利用するとよい．一方，原点では
fx(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

e−1/h2

h
= 0．同様に，fy(0, 0) = 0となる．以上から，

f(x, y) = 0 +
1

2
(x2fxx(θx, θy) + 2xyfxy(θx, θy) + y2fyy(θx, θy))

=
2− 3θ2(x2 + y2)

θ6(x2 + y2)2
exp

(
− 1

θ2(x2 + y2)

)
.

問 7 テイラーの定理より，

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + hfx(a, b) + kfy(a, b)

+
1

2
{h2fxx(a+ θh, b+ θk) + 2hkfxy(a+ θh, b+ θk)

+ k2fyy(a+ θh, b+ θk)}

なので，
ε(h, k)

h2 + k2
=

1

2

{ h2

h2 + k2
(fxx(a+ θh, b+ θk)− fxx(a, b))

+
2hk

h2 + k2
(fxy(a+ θh, b+ θk)− fxy(a, b))

+
k2

h2 + k2
(fyy(a+ θh, b+ θk)− fxx(a, b))

}
.

ここで，
∣∣∣∣ h2

h2 + k2

∣∣∣∣, ∣∣∣∣ 2hk

h2 + k2

∣∣∣∣, ∣∣∣∣ k2

h2 + k2

∣∣∣∣ はすべて 1以下なので，
∣∣∣∣ ε(h, k)h2 + k2

∣∣∣∣ ≤ 1

2

{
|(fxx(a+ θh, b+ θk)− fxx(a, b))|

+ |(fxy(a+ θh, b+ θk)− fxy(a, b))|

+ |(fyy(a+ θh, b+ θk)− fxx(a, b))|
}
.

仮定より，fxx，fxy，fyyは連続なので， lim
(h,k)→(0,0)

fxx(a+θh, b+θk) = fxx(a, b)， lim
(h,k)→(0,0)

fxy(a+

θh, b+ θk) = fxy(a, b)， lim
(h,k)→(0,0)

fyy(a+ θh, b+ θk) = fyy(a, b)だから， lim
(h,k)→(0,0)

ε(h, k)

(h2 + k2)
= 0

が言える．
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4.4 偏微分の応用

問 1 (1) 陰関数の微分法より，2x− 2 + 4yy′ = 0．これを整理して，y′ = 1−x
2y ．

(2) 陰関数の微分法より，2x+ 2y + 2xy′ − 4yy′ = 0．
これを整理して，y′ = − x+ y

x− 2y
(3) 陰関数の微分法より，3x2 + 3y + 3xy′3y2y′ = 0．

これを整理して，y′ = −x2 + y

x+ y2

(4) 陰関数の微分法より，cosh(x+ y) + cosh(x+ y)y′ = 0．
これを整理して，y′ = −1

問 2 (1) f(x, y) = 2x2 + 4y2 とすると，fx = 4x，fy = 8y なので，fx = fy = 0 ⇐⇒
(x, y) = (0, 0)．A = fxx(0, 0) = 4 > 0，B = fxy(0, 0) = 0，C = fyy(0, 0) = 8，D = −32 < 0よ
り，原点で極小値 0をもつ．
(2) f(x, y) = x2−3y2とすると，fx = 2x，fy = −6yなので，fx = fy = 0 ⇐⇒ (x, y) = (0, 0)．

A = fxx(0, 0) = 2，B = fxy(0, 0) = 0，C = fyy(0, 0) = −6，D = 12 > 0より，極値は存在しな
い．
(3) f(x, y) = x3 + 3xy + y3 とすると，fx = 3x2 + 3y，fy = 3x + 3y2 なので，fx = fy = 0

⇐⇒ (x, y) = (0, 0), (−1, 1)．原点では，A = fxx(0, 0) = 0，B = fxy(0, 0) = 3，C = fyy(0, 0) = 0，
D = 9 > 0．また，点 (−1, 1)では，A = fxx(−1, 1) = 6，B = fxy(−1, 1) = 0，C = fyy(−1, 1) =

−6，D = 45 > 0．以上より，極値は存在しない．
(4) f(x, y) = x+ y +

4

x
+

1

y
とすると，fx = 1− 4

x2
，fy = 1− 1

y2
なので，fx = fy = 0 ⇐⇒

(x, y) = (2, 1), (2,−1), (−2, 1), (−2,−1)．点 (2, 1)では，D < 0，A > 0なので，f(2, 1) = 6は極
小値．点 (±2,∓1)では，D > 0より，極値をとらない．点 (−2,−1)では，D < 0，A < 0より，
f(−2,−1) = −6は極大値．

(5) f(x, y) = 2x2 + 2xy + y4とすると，fx = 4x + 2y，fy = 2x + 4y3なので，fx = fy = 0

⇐⇒ (x, y) = (0, 0),

(
±1

4
,∓1

2

)
)．原点では， D > 0より，極値をとらない．．点 (±1

4 ,∓
1
2

)では，
D < 0，A > 0より，f

(
±1

4 ,∓
1
2

)
= − 1

16 は極小値．
(6) f(x, y) = x4+2x2+y3−yとすると，fx = 4x3+4x，fy = 3y2−1なので，fx = fy = 0 ⇐⇒

(x, y) =
(
0,± 1√

3

)
．点

(
0,− 1√

3

)
では，D > 0より，極値をとらない．点

(
0, 1√

3

)
では，D < 0，

A > 0より，f
(
0, 1√

3

)
= −2

√
3

9 は極小値．
(7) f(x, y) = e−x2−y2 とすると，fx = −2xf，fy = −2yf なので，fx = fy = 0 ⇐⇒

(x, y) = (0, 0)．原点では，D < 0，A < 0より，f(0, 0) = 1 は極大値．
(8) f(x, y) = xye−x2−y2とすると，fx = fy = 0⇐⇒ (x, y) = (0, 0),

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
,
(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)
．

原点では，D > 0より，極値をとらない．点
(
± 1√

2
,± 1√

2

)
では，D < 0，A < 0より，f

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
=

1
2e は極大値．点

(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)
では，D < 0，A > 0より，f

(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)
= − 1

2e は極小値．
問 3 (1) f(x, y)が極値をとる点の候補を (a, b)とする．Fx(a, b) = 2 ̸= 0なので，ラグランジュ
の未定乗数法より， 4a3 − 2λ = 0

4b3 − λ = 0
(∗)

(∗)より，λ = 2a3 かつλ = 4b3なので，a = 3
√
2b．2a+b = 1より，(a, b) =

(
3
√
2

1 + 2 3
√
2
,

1

1 + 2 3
√
2

)
が極値をとる点の候補となる．（なお，この点で f(x, y)は極小値 1

(1 + 2 3
√
2)3
をとる．）

(2) f(x, y)が極値をとる点の候補を (a, b)とする．F (a, b) = 0より，ab = 1なので, Fx(a, b) =
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b ̸= 0．よって，ラグランジュの未定乗数法により，4a− λb = 0

4b− λa = 0
(∗)

(∗)より，a(16− λ2) = 0．a ̸= 0なので，λ = ±4．まず，λ = −4のとき，(∗)より，a = −b．と
ころが，ab = 1なので，b2 = −1で不適．次に，λ = 4のとき，(∗)より，a = b．また，ab = 1な
ので，(a, b) = (±1,±1)が極値をとる点の候補となる．（なお，これらの点で f(x, y)は極小値 4を
とる．）
(3) f(x, y)が極値をとる点の候補を (a, b)とする．F (a, b) = 0より，a4b2 = 1なので，Fx(a, b) =

4a3b2 ̸= 0．よって，ラグランジュの未定乗数法より，2a− 4λa3b2 = 0

2b− 2λa4b = 0
(∗)

(∗)より，λ = 1/(2a2b2) かつ λ = 1/a4なので，a2 = 2b2．a4b2 = 1より，(a, b) = (± 6
√
2,±1/ 3

√
2)

（複号任意） が極値をとる点の候補となる．（なお，これらの点で f(x, y)は極小値 3
3
√
4
をとる．）

(4) f(x, y) が極値をとる点の候補を (a, b) とする．このとき，a2 + ab + b2 = 4 なので，
(a, b) ̸= (0, 0)である．よって，Fx(a, b) = 2a + b ̸= 0または Fy(a, b) = a + 2b ̸= 0となる．ゆえ
に，ラグランジュの未定乗数法より，1− λ(2a+ b) = 0

1− λ(a+ 2b) = 0
(∗)

(∗)より，3λ(a − b) = 0となるが，λ = 0は上式を満たさないので不適．よって，a = bとなり，
a2 + ab+ b2 = 4から a = b = ± 2√

3
，λ = ± 1

2
√
3
を得る．以上より，(a, b) =

(
± 2√

3
,± 2√

3

)
が極値

をとる点の候補となる．（なお，
(

2√
3
, 2√

3

)
で f(x, y)は極大値 4√

3
をとり，

(
− 2√

3
,− 2√

3

)
で f(x, y)

は極小値− 4√
3
をとる．）

問 4 (1) f(x, y)が極値をとる点の候補を (a, b)とする．a2 + b2 = 1のとき，Fx(a, b) = 2a，
Fy(a, b) = 2bの少なくとも一方は 0でない．よって，ラグランジュの未定乗数法より，b− 2aλ = 0

a− 2bλ = 0
(∗)

(∗)より，λ = b/2aかつ λ = a/2bなので，a = ±b．a2+ b2 = 1なので，(a, b) = (±1/
√
2,±1/

√
2)

または (a, b) = (±1/
√
2,∓1/

√
2)となる．そこで，これらの 4つの点で実際に極値になっているか

を調べる．
F (x, y) = 0を満たす点の集合は，原点を中心とする半径 1の円であるから，これらの点の近く

での陰関数は y(x) =
√
1− x2または y(x) = −

√
1− x2なので，f(x, y(x))の微分は

d

dx
f(x, y(x)) = ± 1− 2x2

(1− x2)
1
2

d2

dx2
f(x, y(x)) = ± 2x3 − 3x

(1− x2)
3
2

となる．よって，x = ±1/
√
2のとき， d

dxf(x, y(x)) = 0がわかる．さらに，陰関数の符号に注意し
て計算すれば，(a, b) = (±1/

√
2,±1/

√
2)のとき， d2

dx2 f(x, y(x)) = −1，(a, b) = (±1/
√
2,∓1/

√
2)

のとき， d2

dx2 f(x, y(x)) = 1となる．
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以上より，f(x, y)は (±1/
√
2,±1/

√
2)で極大値 1

2をとり，(±1/
√
2,∓1/

√
2)で極小値−1

2をとる．
(2) f(x, y)が極値をとる点の候補を (a, b)とする．a2+b2 = 1のとき，Fx(a, b) = 2a，Fy(a, b) =

2bの少なくとも一方は 0でない．よって，ラグランジュの未定乗数法より，1− 2aλ = 0

1− 2bλ = 0
(∗)

を満たす定数 λが存在する．(∗)の第 1式と第 2式の差をとると，

λ(a− b) = 0.

λ = 0とすると，(∗)より 0 = 1− 2aλ = 1 となるので不適．よって，λ ̸= 0としてよい．この場
合，a = b．a2 + b2 = 1より，2a2 = 1なので，(a, b) =

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
．よって，f(a, b) = ±

√
2．

F (x, y) = 0を満たす点の集合は，原点を中心とする半径 1の円であるから，これらの点の近く
での陰関数は y(x) =

√
1− x2または y(x) = −

√
1− x2なので，f(x, y(x))の微分は

d

dx
f(x, y(x)) = 1∓ x(1− x2)−

1
2

d2

dx2
f(x, y(x)) = ∓(1− x2)−

3
2

となる．よって，x = ±1/
√
2のとき， d

dxf(x, y(x)) = 0がわかる．さらに，陰関数の符号に注意して
計算すれば，(a, b) = (1/

√
2, 1/

√
2)のとき， d2

dx2 f(x, y(x)) = −(1/2)−
3
2，(a, b) = (−1/

√
2,−1/

√
2)

のとき， d2

dx2 f(x, y(x)) = (1/2)−
3
2 となる．

以上より，f(x, y)は (1/
√
2, 1/

√
2)で極大値√

2をとり，(−1/
√
2,−1/

√
2)で極小値−

√
2をとる．

(3) f(x, y)が極値をとる点の候補を (a, b)とする．このとき，4a2+b2 = 1なので，Fx(a, b) =

8aと Fy(a, b) = 2bの少なくとも一方は 0でない．よって，ラグランジュの未定乗数法より，b− 8aλ = 0

a− 2bλ = 0
⇐⇒

b(16λ2 − 1) = 0

2bλ = a
(∗)

を満たす定数 λが存在する．b = 0とすると，(∗)より a = 0．ところが，1 = 4a2 + b2 = 0となる
ので不適．よって，b ̸= 0としてよい．この場合，(∗)より，λ = ±1/4．
λ = 1/4のとき，(∗)より，b = 2a．4a2+b2 = 1より，(a, b) =

(
± 1

2
√
2
,± 1√

2

)
．よって，f(a, b) =

1/4．
λ = −1/4のとき，(∗)より，b = −2a．4a2 + b2 = 1より，(a, b) =

(
± 1

2
√
2
,∓ 1√

2

)
．よって，

f(a, b) = −1/4．
F (x, y) = 0 を満たす点の集合は楕円であるから，上記の 4 つの点の近くでの陰関数は y =√
1− 4x2または y = −

√
1− 4x2である．よって，f(x, y(x))の微分は

d

dx
f(x, y(x)) = ± 1− 8x2

(1− 4x2)
1
2

d2

dx2
f(x, y(x)) = ±32x3 − 12x

(1− 4x2)
3
2

となる．よって，x = ±1/2
√
2のとき， d

dxf(x, y(x)) = 0がわかる．さらに，陰関数の符号に注意し
て計算すれば，(a, b) = (±1/2

√
2,±1/

√
2)のとき， d2

dx2 f(x, y(x)) = −8，(a, b) = (±1/
√
2,∓1/

√
2)

のとき， d2

dx2 f(x, y(x)) = 8となる．
以上より，f(x, y)は (±1/2

√
2,±1/

√
2)で極大値 1

4 をとり，(±1/2
√
2,∓1/

√
2)で極小値−1

4 を
とる．
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(4) f(x, y) が極値をとる点の候補を (a, b) とする．このとき， a3 − 3ab + b3 = 0 である．
Fx(a, b) = 3a2− 3b，Fy(a, b) = −3a+3b2 がともに 0となるのは，(a, b) = (0, 0), (1, 1)のときであ
る．(a, b) = (1, 1)のときは，1 = a3 − 3ab+ b3 = 0となり不適．そこで，以下では (a, b) = (0, 0)

のときと，(a, b) ̸= 0のときで場合を分けて議論する．
(a, b) = (0, 0)のときは，任意の x > 0，y > 0に対して f(x, y) = x + y > 0 = f(a, b)なので，

f(x, y)は点 (0, 0)で極小値 0をとり，これは最小値でもある．
(a, b) ̸= (0, 0)のときは，Fx(a, b) ̸= 0または Fy(a, b) ̸= 0が成り立つ．よって，ラグランジュの

未定乗数法より， 1− λ(3a2 − 3b) = 0

1− λ(3b2 − 3a) = 0
(∗)

を満たす定数 λが存在する．(∗)の第 1式を a倍したものと，第 2式を b倍したものとの差をとると，

(a− b){3λ(a2 + ab+ b2)− 1} = 0

となる．3λ(a2 + ab+ b2)− 1 = 0とすると，(∗)より，

1 = 3λa2 + 3λab+ 3λb2 = (3λb+ 1) + 3λab+ (3λa+ 1)

となるので，これを整理して，3λ(a+ ab+ b) = −1を得る．a ≧ 0，b ≧ 0なので，λ < 0である．
これは，3λ(a2 + ab+ b2) = 1に反する．よって，3λ(a2 + ab+ b2)− 1 ̸= 0なので，a = bとなる．
これを a3 − 3ab+ b3 = 0に代入して，(a, b) = (3/2, 3/2)を得る．そこで，f(x, y)がこの点で極値
となるかどうかを以下で調べる．
点 (3/2, 3/2)の近くでの F (x, y) = 0の陰関数を y = y(x)とし，p(x) = f(x, y(x))とおく．この

とき，F (x, y(x)) = 0，すなわち，x3 − 3xy(x) + y(x)3 = 0を xで 2回微分すると，x2 − y(x)− xy′(x) + y(x)2y′(x) = 0

2x− 2y′(x)− xy′′(x) + 2y(x) {y′(x)}2 + y(x)2y′′(x) = 0

となる．また，p(x) = x+ y(x)なので，p′(x) = 1 + y′(x)

p′′(x) = y′′(x)

である．ここで，y(3/2) = 3/2 なので，上式より，y′(3/2) = −1，y′′(3/2) = −32/3 となり，
p′(3/2) = 0，p′′(3/2) = −32/3 < 0を得る．ゆえに，p(x)は x = 3/2で極大となる．すなわち，
f(x, y)は点 (3/2, 3/2)で極大値 f(3/2, 3/2) = 3をとる．
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演習問題 4

1. (1) lim
(x,y)→(1,1)

(3x2 − log xy) = 3．

(2) lim
(x,y)→(1,1)

sin(x− y)

cos(x− y)
=

sin 0

cos 0
= 0．

(3) lim
(x,y)→(1,1)

x− y

x3 − y3
= lim

(x,y)→(1,1)

1

x2 + xy + y2
=

1

3
．

(4) y = mxとおくと，x− y

x+ y
=

1−m

1 +m
なので極限なし．

(5) y = mxとおくと，x

y
=

1

m
なので極限なし．

(6) 4.3節の問 7を f(x, y) = 2 − cosx − cos y，(a, b) = (0, 0)，(h, k) = (x, y)として応用す
ると，

2− cosx− cos y =
x2 + y2

2
+ ε(x, y)

と表すとき， lim
(x,y)→(0,0)

ε(x, y)

x2 + y2
= 0 が成り立つ．ゆえに，

lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2

2− cosx− cos y
= lim

(x,y)→(0,0)

x2 + y2

x2+y2

2 + ε(x, y)

= lim
(x,y)→(0,0)

2

1 + 2 ε(x,y)
x2+y2

= 2.

2. (1) y = x2とおくと，f(x, y) = 1
2 なので，原点で不連続．

(2) 極座標表示すると，

|f(x, y)| =
∣∣∣∣r4 cos θ sin θ(cos2 θ − sin2 θ)

r2

∣∣∣∣ = r2

2
| sin 2θ cos 2θ| = r2

4
| sin 4θ| ≦ r2

4

なので，原点で連続．
(3) (x, y) = (t cos t, t sin t)上では，t → 0のとき，f(x, y) → 1となるので，原点で不連続．

3. 与えられた関数を f(x, y)とする．
(1) 直接計算から，fx = −4xf , fy = −6yf , fxx = 4(4x2 − 1)f , fyy = 6(6y2 − 1)f を得る．ま

た，fxy = 24xyf は連続なので, シュワルツの定理より，fyx = fxy = 24xyf．
(2) u(x, y) =

√
(x2 + y2)(1− x2 − y2)とすると，fx = −x

u
，fy = −y

u
，

fxx = −{y2 + (x2 − y2)(x2 + y2)}
u3

, fyy = −{x2 + (y2 − x2)(x2 + y2)}
u3

を得る．また，fxy =
xy(1− 2x2 − 2y2)

u3
は連続なので，シュワルツの定理より，fyx = fxy =

xy(1− 2x2 − 2y2)

u3
．

(3) u(x, y) = 1 + x3 + y2 とすると，fx =
3x2

u
, fy = 2

y

u
, fxx =

3x(2 + 2y2 − x3)

u2
, fyy =

2(1 + x3 − y2)

u2
を得る．また，fxy = −6x2y

u2
は連続なので，シュワルツの定理より，fyx = fxy =

−6x2y

u2
．

(4) u(x, y) = 1 + cosx+ cos yとすると，fx =
sinx

u2
, fy =

sin y

u2
,

fxx =
1 + cosx+ cosx cos y + sin2 x

u3
，fyy =

1 + cos y + cosx cos y + sin2 y

u3
を得る．また，fxy =

2
sinx sin y

u3
は連続なので，シュワルツの定理より，fyx = fxy = 2

sinx sin y

u3
．
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(5) 直接計算より，fx = coshx cosh y, fy = sinhx sinh y, fxy = fyx = coshx sinh y, fxx =

fyy = f．
(6) fx =

1

x
，fy =

1

y log y
，fxx = − 1

x2
，fyy = − 1 + log y

(y log y)2
，fxy = fyx = 0．

4. 与えられた関数 zに対して，zx，zy を求め，dz = zxdx+ zy = dyとすればよい．
(1) dz = (4xy − 3y2)dx+ (2x2 − 6xy)dy (2) dz =

2(xdx+ ydy)

x2 + y2

(3) dz = − 2xdx+ 3ydy

(2x2 + 3y2)3/2
(4) dz = 2 exp

(
− 1

x2 + y2

)
xdx+ ydy

(x2 + y2)2

5. f(x, y) = exp

(
− x2

4at

)
とおくと，u =

1√
t
f かつ ft =

x2

4at2
f なので，

ut =

(
− 1

2t3/2
+

x2

4at5/2

)
f.

また，fx = − x

2at
f なので，

uxx =
1√
t
fxx =

1√
t

(
− 1

2at
+

x2

4a2t2

)
f.

∴ auxx =

(
− 1

2t3/2
+

x2

4at5/2

)
f = ut.

6. (1) f(x, y) = cosx sin yとすると，f(0, 0) = 0，fx(0, 0) = 0，fy(0, 0) = 1, fxx = − cosx sin y，
fxy = − sinx cos y，fyy = − cosx sin y なので，

f(x, y) = y − 1

2
(cos θx)(sin θy)(x2 + y2)− xy(sin θx)(cos θy)

(2) f(x, y) = coshx sinh yとすると，f(0, 0) = 0，fx(0, 0) = 0，fy(0, 0) = 1, fxx = coshx sinh y，
fxy = sinhx cosh y，fyy = coshx sinh y なので，

f(x, y) = y +
1

2
(cosh θx)(sinh θy)(x2 + y2) + xy(sinh θx)(cosh θy).

(3) f(x, y) = log(1 + x2 + y2) とすると，f(0, 0) = 0，fx(0, 0) = 0，fy(0, 0) = 0, fxx =
2(1− x2 + y2)

(1 + x2 + y2)2
，fxy = − 4xy

(1 + x2 + y2)2
，fyy =

2(1 + x2 − y2)

(1 + x2 + y2)2
なので，

f(x, y) = (x2 + y2)
1− θ2(x2 + y2)

{1 + θ2(x2 + y2)}2
.

(4) f(x, y) = ex+y とすると，fx = fy = fxx = fxy = fyy = f なので，

f(x, y) = 1 + (x+ y) +
1

2
(x+ y)2eθ(x+y)

7. xr = cos θ，yr = sin θ より，fr = cos θfx + sin θfy．xθ = −r sin θ，yθ = r cos θ より，
fθ
r = − sin θfx + cos θfy．よって，

(fr)
2 = cos2 θ(fx)

2 + 2 sin θ cos θfxfy + sin2 θ(fy)
2

+
(fθ)

2

r2
= sin2 θ(fx)

2 − 2 sin θ cos θfxfy + cos2 θ(fy)
2

(fr)
2 +

(fθ)
2

r2
= (fx)

2 + (fy)
2
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8. (1) f(x, y) = x2+y3−3yとすると，fx = fy = 0 ⇔ (x, y) = (0,±1)である．(x, y) = (0,−1)

のときは，D > 0なので極値をもたない．(x, y) = (0, 1)のときは，D < 0かつA > 0より極小値
f(0, 1) = −2をもつ．
(2) f(x, y) = cosh(x2+y2)とすると，fx = fy = 0 ⇔ (x, y) = (0, 0)．この場合，D = 0となる

ので，定理 11は適用できない．しかし，r = x2 + y2とおくと，r ≧ 0で，r = 0 ⇔ (x, y) = (0, 0)．
また，r > 0のとき，cosh r > cosh 0 = 1．ゆえに，(x, y) ̸= (0, 0)ならば f(x, y) > f(0, 0) = 1．す
なわち，f は原点において極小値 1をもつ．
(3) f(x, y) = (x2 − y2)ex

2+y2 とすると，fx = fy = 0 ⇐⇒ (x, y) = (0, 0)．この場合，D > 0

なので極値をもたない．
(4) f(x, y) = xy(1− x− y)とすると，

fx = fy = 0 ⇔ (x, y) = (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1/3, 1/3).

(x, y) = (0, 0), (1, 0), (0, 1)のときは，D > 0なので極値をもたない．
(x, y) = (1/3, 1/3)のときは，D < 0かつA < 0より f(1/3, 1/3) = 1/27は極大値．

9. (1) f(x, y)が極値をとる点の候補を (a, b)とする．4a2 − b2 − 4 = 0より，a ̸= 0なので，
Fx(a, b) = 8aは 0でない．よって，ラグランジュの未定乗数法より，3a2 − 8λa = 0

1− 2λb = 0

を満たす定数 λが存在する．第 2式より b ̸= 0なので，a ̸= 0とあわせて計算すれば，a = − 4
3b とな

る．これを 4a2− b2− 4 = 0に代入して計算すると，(3b2− 4)(3b2+16) = 0となり，b = ± 2√
3
を得

る．このとき，a = ∓ 2√
3
，λ = ±

√
3
4 となる．よって，(a, b) =

(
∓ 2√

3
,± 2√

3

)
であり，f(a, b) = ∓2

√
3

9

となる．
F (x, y) = 0より，y = ±2

√
x2 − 1なので，f(x, y(x))の微分は
d

dx
f(x, y(x)) = 3x2 ± 2x(x2 − 1)−

1
2

d2

dx2
f(x, y(x)) = 6x± 2(x2 − 1)−

1
2 ∓ 2x2(x2 − 1)−

3
2

となり，x = ∓ 2√
3
のとき， d

dxf(x, y(x)) = 0がわかる．さらに，x = ∓ 2√
3
のとき， d2

dx2 f(x, y(x)) =

∓10
√
3より，f(x, y)は点

(
− 2√

3
, 2√

3

)
で，極大値−2

√
3

9 をとり，f(x, y)は点
(

2√
3
,− 2√

3

)
で，極小

値 2
√
3

9 をとる．
(2) f(x, y)が極値をとる点の候補を (a, b)とする．ab = 2より，Fx(a, b) = b，Fy(a, b) = aは

0でない．よって，ラグランジュの未定乗数法より，2a = λb

12b3 = λa

を満たす定数 λが存在する．ab = 2とあわせて計算すれば，(a, b) =
(
±2(3/2)1/6,±(2/3)1/6

) で
あり，f(a, b) = 4

(
3
2

) 1
3 + 3

(
2
3

) 2
3 = 9 ·

(
2
3

) 2
3 となる．

F (x, y) = 0より，y = 2
x なので，f(x, y(x))の微分は

d

dx
f(x, y(x)) = 2x− 192x−5

d2

dx2
f(x, y(x)) = 2 + 960x−6 > 0
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となり，x = ±2(3/2)1/6 のとき， d
dxf(x, y(x)) = 0がわかる．さらに， d2

dx2 f(x, y(x)) > 0より，
f(x, y)は点 (±2(3/2)1/6,±(2/3)1/6

)で，極小値 9 ·
(
2
3

) 2
3 をとる．

(3) F (x, y) = x2y2 − 1 = 0のもとで f(x, y) = x4 + y2が極値をとる点 (a, b)の候補を求める．
F (a, b) = 0より

a2b2 = 1 · · · · · · 1○

なので，Fx(a, b) = 2ab2 ̸= 0である．ラグランジュの未定係数法より，

fx(a, b)− λFx(a, b) = 0, fy(a, b)− λFy(a, b) = 0

を満たす定数 λが存在する．これより，

4a3 − 2λab2 = 0, 2b− 2λa2b = 0.

ab ̸= 0より，
2a2 − λb2 = 0 · · · · · · 2○

1− λa2 = 0. · · · · · · 3○

3○より a2 =
1

λ
．これを 2○に代入すると b2 =

2

λ2
．これらを 1○に代入すると 2

λ3
= 1．よって，

λ = 3
√
2．このとき，

a2 =
1

λ
= 2−

1
3 ∴ a = ±2−

1
6

b2 =
2

λ2
= 2

1
3 ∴ b = ±2

1
6 .

よって，
(a, b) = (±2−

1
6 ,±2

1
6 ) （複号任意）, f(a, b) = a4 + b2 = 3 · 2−

2
3

となる．F (x, y) = 0を yについて解けば，y = ± 1
x より，f(x, y(x)) = x4 + 1

x2 の微分は
d

dx
f(x, y(x)) = 4x3 − 2x−3

d2

dx2
f(x, y(x)) = 12x2 + 6x−4 > 0

となり，x = ±2−
1
6 のとき， d

dxf(x, y(x)) = 0がわかる．さらに， d2

dx2 f(x, y(x)) > 0より，f(x, y)

は点 (±2−
1
6 ,±2

1
6 ) （複号任意）で極小値 3 · 2−

2
3 をとる．

10. 与えられた関数に対して，Dの内部 x2 + y2 < 1における極値と x2 + y2 = 1における極値
を調べればよい．
(1) f(x, y) = x2+2y2−xとおく．Dの内部で fx = fy = 0となる点 (a, b)は，(a, b) = (1/2, 0)．

このとき，D < 0，A > 0なので，f(1/2, 0) = −1/4は極小値となる．
次に，x2+y2 = 1における極値を調べるために，F (x, y) = x2+y2−1とおき，条件F (x, y) = 0

のもとで，f(x, y)が極値となる点の候補を (a, b)とする．このとき，a2+b2 = 1より，Fx(a, b) = 2a，
Fy(a, b) = 2b の少なくとも一方は 0でない．よって，ラグランジュの未定乗数法より，2a(1− λ) = 1

2b(2− λ) = 0

を満たす定数 λが存在する．b = 0のとき，a = ±1．b ̸= 0のときは，λ = 2，a = −1/2なので，
b = ±

√
3/2．よって，

(a, b) = (1, 0), (−1, 0), (−1/2,
√
3/2), (−1/2,−

√
3/2)
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が極値をとる点の候補となる．そこで，これらの点が実際に極値になっているかを調べる．
(a, b) = (1, 0)のとき，x = 1−ε (ε > 0)とおくと，f(x, y) = ε(3−ε)となる．よって，0 < ε < 3

ならば，f(x, y) > f(a, b) = 0となる．ゆえに，f(x, y)は点 (1, 0)で極小値 0をとる．
(a, b) = (−1, 0)のとき，x = −1 + ε (ε > 0とおくと，f(x, y) = 2 − ε(1 − ε)となる．よって，

0 < ε < 1ならば，f(x, y) < f(a, b) = 2となる．ゆえに，f(x, y)は点 (−1, 0)で極大値 2をとる．
(a, b) = (−1/2,

√
3/2)のとき，この点の近くでのF (x, y) = 0の陰関数を y = y1(x)とし，p(x) =

f(x, y1(x))とおく．このとき，F (x, y1(x)) = 0，すなわち，x2 + y1(x)
2 − 1 = 0を xで 2回微分

すると， x+ y1(x)y
′
1(x) = 0

1 + {y′1(x)}
2 + y1(x)y

′′
1(x) = 0

となる．また，p(x) = x2 + 2y1(x)
2 − x = 1 + y1(x)

2 − xなので，p′(x) = 2y1(x)y
′
1(x)− 1

p′′(x) = 2 {y′1(x)}
2 + 2y1(x)y

′′
1(x)

である．ここで，y1(−1/2) =
√
3/2なので，上式より，y′1(−1/2) = 1/

√
3，y′′1(−1/2) = −8/(3

√
3)

となり，p′(−1/2) = 0，p′′(−1/2) = −2 < 0 を得る．ゆえに，p(x) は x = −1/2 で極大とな
る．すなわち，f(x, y) は点 (−1/2,

√
3/2) で極大値 f(−1/2,

√
3/2) = 9/4 をとる．f(x, y) が点

(−1/2,−
√
3/2)で極大値 9/4をとることも同様にして示せる．

(2) f(x, y) = (1 − x2 − y2)xy2 とおく．Dの内部で fx = fy = 0となる点 (a, b)は，(a, b) =

(0,±1)，(1/
√
5,±

√
2/
√
5)，(−1/

√
5,±

√
2/
√
5)，(x, 0) (−1 < x < 1は任意)である．まず，任

意の −1 < x < 1に対して f(x, 0) = 0なので，f(x, y)は点 (a, b) = (x, 0)では極値をとらない．
また，(a, b) = (0,±1)の場合も，D > 0となり，極値をとらない．次に，点 (±1/

√
5,±

√
2/

√
5)

では，D < 0となり，a = 1/
√
5ならば A < 0で，a = −1/

√
5ならば A > 0．ゆえに，f(x, y)

は，点 (1/
√
5,±

√
2/

√
5)で極大値 f(1/

√
5,±

√
2/
√
5) = 4

√
5/125をとり，点 (−1/

√
5,±

√
2/
√
5)

で極小値 f(−1/
√
5,±

√
2/
√
5) = −4

√
5/125をとる．一方，条件 x2 + y2 = 1のもとでは f(x, y) =

(1− x2 − y2)xy2 = 0となるので，極値はない．
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