
4.2 偏微分と全微分

問 1 (1) f(x, y) = y2 sinx とすると，h → 0 のとき，
f(π + h, 1)− f(π, 1)

h
=

sin(π + h)

h
= − sinh

h
→ −1なので，fx(π, 1) = −1．また，

f(π, 1 + k)− f(π, 1)

k
= 0

なので，fy(π, 1) = 0．

(2) f(x, y) = xy2+xとすると，
f(1 + h, 1)− f(1, 1)

h
=

2(1 + h)− 2

h
= 2なので，

fx(1, 1) = 2．また，k → 0のとき，
f(1, 1 + k)− f(1, 1)

k
=

2k + k2

k
= 2 + k → 2な

ので，fy(1, 1) = 2．

(3) f(x, y) = x2−y2とすると，
f(h, 0)− f(0, 0)

h
= h → 0（h → 0），

f(0, k)− f(0, 0)

k
=

−k → 0（k → 0）なので，fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0．

(4) f(x, y) =
√

|xy|とすると，f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0，

f(0, k)− f(0, 0)

k
= 0なの

で，fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0．

(5) f(x, y) = yx とすると，
f(1 + h, 1)− f(1, 1)

h
= 0，

f(1, 1 + k)− f(1, 1)

k
= 1

なので，fx(0, 0) = 0，fy(0, 0) = 1．

(6) f(x, y) = sin−1 y
x
とすると，

f(1 + h, 1)− f(1, 1)

h
=

sin−1 1
1+h

− π
2

h
= −

cos−1 1
1+h

h
となる．ここで，逆三角関数の関係 cos−1 x =

π

2
− sin−1 x を用いた．また，導関数の

公式
d

dx
cos−1 x =

−1√
1− x2

を用いると，ロピタルの定理より，

lim
h→0

f(1 + h, 1)− f(1, 1)

h
= − lim

h→0

(cos−1 1
1+h

)′

(h)′
= − lim

h→0

1

(1 + h)
√

(1 + h)2 − 1
−∞.

同様に，

lim
k→0

f(1, 1 + k)− f(1, 1)

k
= − lim

k→0

−1√
1− (1 + k)2

= ∞.

以上より，f(x, y)は点 (1, 1)において偏微分可能でない．

問 2 (1) f(x, y) = x2 − y2 とすると，fx = 2x，fy = −2y．

(2) f(x, y) = (x+ y)3 とすると，fx = 3(x+ y)2，fy = 3(x+ y)2．

(3) f(x, y) = sin(2x+ y)とすると，fx = 2 cos(2x+ y)，fy = cos(2x+ y)．

(4) f(x, y) =
√

1− x2 − y2とすると，fx = − x√
1− x2 − y2

，fy = − y√
1− x2 − y2

．

(5) f(x, y) =
1

x2 + y2
とすると，fx =

−2x

(x2 + y2)2
，fy =

−2y

(x2 + y2)2
．

(6) f(x, y) =
x

x2 − y2
とすると，fx = − x2 + y2

(x2 − y2)2
，fy = − 2xy

(x2 − y2)2
．

(7) f(x, y) =
x2

y
とすると，fx =

2x

y
，fy = −x2

y2
．

(8) f(x, y) = ex
3+2y2

とすると，fx = 3x2ex
3+2y2

，fy = 4yex
3+2y2

．



(9) f(x, y) = tan−1 y
x
とする．公式 tan−1 x =

1

1 + x2
を用いると，

fx =
1

1 + (y/x)2
· −y

x2
=

−y

x2 + y2
.

同様に，

fy =
1

1 + (y/x)2
· 1
x

=
x

x2 + y2
.

問 3 (1) zx = 4x，zy = −6yなので，dz = 4xdx− 6ydy．

(2) zx = −2 sin(2x+3y)，zy = −3 sin(2x+3y)なので，dz = − sin(2x+3y)(2dx+

3dy)．

(3) zx = 2xex
2+y2

，zy = 2yex
2+y2

なので，dz = 2ex
2+y2

(xdx+ ydy)．

(4) zx =
x√

x2 + y2
，zy =

y√
x2 + y2

なので，dz =
xdx+ ydy√

x2 + y2
．

(5) zx = y cosxy，zy = x cosxyなので，dz = cosxy(ydx+ xdy)．

(6) zx =
2x

x2 + y2
，zy =

2y

x2 + y2
なので，dz = 2

xdx+ ydy

x2 + y2
．

(7) zx = −y(x2 + y2)

x2 − y2)2
，zy =

x(x2 + y2)

x2 − y2)2
なので，dz =

(x2 + y2)(−ydx+ xdy)

(x2 − y2)2
．

(8) zx =
4xy2

(x2 + y2)2
，zy =

−4x2y

(x2 + y2)2
なので，dz =

4xy(ydx− xdy)

(x2 + y2)2
．

(9) zx =
y3

(x2 + y2)3/2
，zy =

x3

(x2 + y2)3/2
なので，dz =

y3dx+ x3dy

(x2 + y2)3/2
．

問 4 (1) fx = 2xy，fy = x2 なので，
dz

dt
= 2xyx′ + x2y′

．

(2) fx =
2x

x2 + y2
，fy =

2y

x2 + y2
なので，

dz

dt
=

2(xx′ + yy′)

x2 + y2
．

(3) fx =
y(−x2 + y2)

(x2 + y2)2
，fy =

x(x2 − y2)

(x2 + y2)2
なので，

dz

dt
=

(x2 − y2)(−yx′ + xy′)

(x2 + y2)2
．

(4) fx =
−x

1− x2 − y2
，fy =

−y

1− x2 − y2
なので，

dz

dt
= − xx′ + yy′√

1− x2 − y2
．

問 5 (1) y′ = 2なので，
dz

dx
= fx + 2fy．

(2) y′ = 2xなので，
dz

dx
= fx + 2xfy．

(3) y′ = − x√
1− x2

なので，
dz

dx
= fx − xfy√

1− x2
．

(4) y′ = (1 + 2x2)ex
2

なので，
dz

dx
= fx + (1 + 2x2)ex

2

fy．

問 6 xr = cos θ，yr = sin θなので，

zr = zxxr + zyyr = zx cos θ + zy sin θ.

同様に，xθ = −r sin θ，yθ = r cos θなので，

zθ = zxxθ + zyyθ = −zxr sin θ + zyr cos θ.



問 7 (1) xu = 2，yu = 2 なので，zu = 2(zx + zy)．xv = 3，yv = −3 なので，

zv = 3(zx − zy)．

(2) xu = 2u，yu = 2u なので，zu = 2u(zx + zy)．xv = 2v，yv = −2v なので，

zv = 2v(zx − zy)．

(3) xu = ev，yu = veu なので，zu = evzx + veuzy．xv = uev，yv = eu なので，

zv = uevzx + euzy．

(4) xu = cosh v，yu = sinh v なので，zu = zx cosh v + zy sinh v．xv = u sinh v，

yv = u cosh v なので，zv = zxu sinh v + zyu cosh v．

問 8 (1) f(x, y) = 2xy2 とすると，fx = 2y2，fy = 4xy なので，fx(1, 1) = 2，

fy(1, 1) = 4．よって，接平面の方程式は，z = 2+ 2(x− 1) + 4(y − 1)．これを整理し

て，z = 2x+ 4y− 4．また，法線の方程式は，
x− 1

2
=

y − 1

4
=

z − 2

−1
．これを整理し

て，2(x− 1) = y − 1 = −4(z − 2)．

(2) f(x, y) = x2+y2とすると，fx = 2x，fy = 2yなので，fx(1, 1) = 2，fy(1, 1) = 2．

よって，接平面の方程式は，z = 2+2(x−1)+2(y−1)．これを整理して，z = 2x+2y−2．

また，法線の方程式は，
x− 1

2
=

y − 1

2
=

z − 2

−1
．これを整理して，x − 1 = y − 1 =

−2(z − 2)．

(3) f(x, y) =
x2

2
+

y2

3
とすると，fx = x，fy = 2y/3 なので，fx(2, 3) = 2，

fy(2, 3) = 2．よって，接平面の方程式は，z = 5+ 2(x− 2) + 2(y − 3)．これを整理し

て，z = 2x+ 2y− 5．また，法線の方程式は，
x− 2

2
=

y − 3

2
=

z − 5

−1
．これを整理し

て，x− 2 = y − 3 = −2(z − 5)．

(4) f(x, y) =
√

9− x2 − y2 とすると，fx =
−x√

9− x2 − y2
，fy =

−y√
9− x2 − y2

なので，fx(1, 2) = −1/2，fy(1, 2) = −1．よって，接平面の方程式は，z = 2 −
1

2
(x − 1) − (y − 2)．これを整理して，z = −x

2
− y + 9

2
．また，法線の方程式は，

x− 1

−1/2
=

y − 2

−1
=

z − 2

−1
．これを整理して，2(x− 1) = y − 2 = z − 2．


