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3.1 不定積分

問 1. (1)

∫
dx

cos2(3x+ 1)
=

1

3
tan(3x+ 1)

(2)

∫
dx√

4− (2x+ 1)2
=

1

2
sin−1 2x+ 1

2
=

1

2
sin−1

(
x+

1

2

)

(3)

∫
dx

x2 + 4x+ 6
=

∫
dx

(x+ 2)2 + (
√
2 )2

=
1√
2
tan−1 x+ 2√

2

(4)

∫
tanx dx =

∫
sinx

cosx
dx = −

∫
(cosx)′

cosx
dx = − log | cosx|

(5)

∫
1 + cosx

x+ sinx
dx =

∫
(x+ sinx)′

x+ sinx
dx = log |x+ sinx|

(6)

∫
x2(x3 + 1)

5
2dx =

1

3

∫
(x3 + 1)

5
2 (x3 + 1)′dx =

1

3
· 1

5
2 + 1

(x3 + 1)
5
2 + 1 =

2

21
(x3 + 1)

7
2

(7)

∫
x+ 1√

x2 + 2x+ 3
dx =

1

2

∫
(x2 + 2x+ 3)−

1
2 (x2 + 2x+ 3)′ dx

=
1

2
· 1

− 1
2 + 1

(x2 + 2x+ 3)−
1
2
+1 =

√
x2 + 2x+ 3

(8)

∫
(log x)7

x
dx =

∫
(log x)7(log x)′ dx =

1

8
(log x)8

(9)

∫
x√

1− x2
dx = − 1

2

∫
(1− x2)−

1
2
{
(1− x2)

}′
dx = − 1

2
· 1

− 1
2 + 1

(1− x2)−
1
2
+1

= −
√

1− x2

問 2. (1)

∫
(x− 3)(2x− 1) dx =

∫
(2x2 − 7x+ 3) dx =

2

3
x3 − 7

2
x2 + 3x.

(2)

∫ (
x+

1

x

)2

dx =

∫ (
x2 + 2 +

1

x2

)
dx =

1

3
x3 + 2x− 1

x
.

(3)

∫
(x− 1)(

√
x− 2)

x2
dx =

∫
x

3
2 − 2x− x

1
2 + 2

x2
dx =

∫ (
x−

1
2 − 2

x
− x−

3
2 +

2

x2

)
dx

= 2
√
x− 2 log |x|+ 2x−

1
2 − 2

x
= 2

(√
x+

1√
x
− 1

x
− log x

)

(4)

∫ (
ex + e−x

)2
dx =

∫ (
e2x + 2 + e−2x

)
dx =

1

2
e2x + 2x− 1

2
e−2x = sinh 2x+ 2x

(5)

∫ (
2x+1 + 3x+1

)
dx =

2x+1

log 2
+

3x+1

log 3

(6)

∫
dx

cos2 x sin2 x
= 4

∫
dx

sin2 2x
= 4 ·

(
1

2

)
· (− cot 2x) = −2 cot 2x

別解.

∫
dx

cos2 x sin2 x
=

∫
sin2 x+ cos2 x

cos2 x sin2 x
dx =

∫ (
1

cos2 x
+

1

sin2 x

)
dx = tanx− cotx

(7)

∫
cos2

x

2
dx =

∫
1

2
(1 + cosx) dx =

1

2
(x+ sinx)
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(8)

∫
sin3 x dx =

∫
sinx · sin2 x dx =

∫
sinx(1− cos2 x) dx =

∫
sinx dx−

∫
sinx cos2 x dx

= − cosx+
1

3
cos3 x

別解. sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 xより，∫
sin3 x dx =

1

4

∫
(3 sinx− sin 3x) dx = − 3

4
cosx+

1

12
cos 3x.

(9)

∫
sinx cos 2x dx =

∫
sinx(2 cos2 x− 1) dx = 2

∫
sinx cos2 x dx−

∫
sinx dx

= − 2

3
cos3 x+ cosx

別解. 2 sinx cos 2x = sin(x+ 2x) + sin(x− 2x)より，∫
sinx cos 2x dx =

1

2

∫
(sin 3x− sinx) dx = − 1

6
cos 3x+

1

2
cosx.

問 3. (1) x = sin t
(
− π

2
< t <

π

2

)
とおくと，dx = cos tdt，cos t > 0．よって，√

1− x2 =√
1− sin2 t =

√
cos2 t = cos tより，∫
dx

x2
√
1− x2

=

∫
cos t

sin2 t cos t
dt =

∫
dt

sin2 t
= − cot t = −cos t

sin t
= −

√
1− x2

x
.

(2) x = tan t
(
− π

2
< t <

π

2

)
とおくと，dx =

dt

cos2 t
，cos t > 0．よって∫

dx

(1 + x2)
3
2

=

∫
1

(1 + tan2 t)
3
2

· dt

cos2 t
=

∫
cos3 t · dt

cos2 t
=

∫
cos t dt

= sin t = tan t cos t =
tan t√

1 + tan2 t
=

x√
1 + x2

.

(3) x2 = tとおくと，x dx =
1

2
dt．よって∫

x√
x4 − 2

dx =

∫
1√

t2 − 2
· 1

2
dt =

1

2
log
∣∣∣t+√t2 − 2

∣∣∣ = 1

2
log
(
x2 +

√
x4 − 2

)
.

(4)
√
1 + x2 = tとおくと，x2 = t2 − 1，x dx = t dt．よって∫

x3
√

1 + x2 dx =

∫
(t2 − 1)t · t dt =

∫
(t4 − t2) dt =

1

5
t5 − 1

3
t3

=
1

15
(3t2 − 5)t3 =

1

15
(3x2 − 2)(x2 + 1)

√
x2 + 1.

参考.

∫
x3
√
1 + x2 dx =

1

2

∫
(1 + x2)′ · x2

√
1 + x2 dx

=
1

2

∫
(1 + x2)′

{
(1 + x2)− 1

}√
1 + x2 dx

=
1

2

∫
(1 + x2)′

{
(1 + x2)

3
2 − (1 + x2)

1
2

}
dx
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=
1

2

{
2

5
(1 + x2)

5
2 − 2

3
(1 + x2)

3
2

}
=

1

15
(3x2 − 2)(x2 + 1)

√
x2 + 1.

(5) t = tanx
(
− π

2
< x <

π

2

)
とおくと，dt =

dx

cos2 x
，cosx > 0．よって

∫
dx

cos2 x+ 3 sin2 x
=

∫
cos2 x

cos2 x (1 + 3 tan2 x)
dt =

∫
dt

1 + 3t2
=

1

3

∫
dt

t2 + 1
3

=
1√
3
tan−1

√
3t =

1√
3
tan−1

(√
3 tanx

)
(6)

√
x2 − 1 = t− xとおくと，

x =
t2 + 1

2t
， dx =

t2 − 1

2t2
dt，

√
x2 − 1 =

t2 − 1

2t
.

∴
∫

dx

x2
√
x2 − 1

=

∫
4t2

(t2 + 1)2
· 2t

t2 − 1
· t

2 − 1

2t2
dt = 4

∫
t

(t2 + 1)2
dt

= − 2

t2 + 1
= − 2

(
√
x2 − 1 + x)2 + 1

= − 1

x(
√
x2 − 1 + x)

=

√
x2 − 1− x

x
=

√
x2 − 1

x
− 1.

参考.
√
x2 − 1 = t+ xとおくと，

x = − t2 + 1

2t
， dx = − t2 − 1

2t2
dt，

√
x2 − 1 =

t2 − 1

2t
.

∴
∫

dx

x2
√
x2 − 1

=

∫
4t2

(t2 + 1)2
· 2t

t2 − 1
·
(
− t2 − 1

2t2

)
dt = −4

∫
t

(t2 + 1)2
dt

=
2

t2 + 1
=

2

(
√
x2 − 1− x)2 + 1

=
1

x(x−
√
x2 − 1)

=
x+

√
x2 − 1

x
=

√
x2 − 1

x
+ 1.

参考.
1

x2
= tとおくと，x = ± 1√

t
．x > 1 のときは，x =

1√
t
なので，dx = − 1

2
t−

3
2dt．よって

∫
dx

x2
√
x2 − 1

=

∫
t√

1
t − 1

(
− 1

2t
√
t

)
dt = − 1

2

∫
dt√
1− t

=
√
1− t

=

√
1− 1

x2
=

√
x2 − 1√
x2

=

√
x2 − 1

x
.

x < −1 のときは，x = − 1√
t
なので，dx =

1

2
t−

3
2dt．よって

∫
dx

x2
√
x2 − 1

=

∫
t√

1
t − 1

· dt

2t
√
t
=

1

2

∫
dt√
1− t

= −
√
1− t
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= −
√
1− 1

x2
= −

√
x2 − 1√
x2

= −
√
x2 − 1

−x
=

√
1− 1

x2
.

以上より ∫
dx

x2
√
x2 − 1

=

√
1− 1

x2
.

問 4. I =

∫ √
a2 − x2 dxとおくと，部分積分法より

I = x
√

a2 − x2 −
∫

x · 1

2

(
a2 − x2

)− 1
2 (−2x) dx

= x
√

a2 − x2 +

∫
x2√

a2 − x2
dx

= x
√

a2 − x2 −
∫

(a2 − x2)− a2√
a2 − x2

dx

= x
√

a2 − x2 −
∫ √

a2 − x2 dx+ a2
∫

dx√
a2 − x2

= x
√

a2 − x2 − I + a2 sin−1 x

a

となる．よって，上式を I について解けばよい．

問 5. (1)

∫
x2ex dx = x2ex −

∫
2xex dx = x2ex − 2xex + 2

∫
ex dx = (x2 − 2x+ 2)ex

(2)

∫
(x− 2) cos 3x dx =

1

3
(x− 2) sin 3x− 1

3

∫
sin 3x dx =

1

3
(x− 2) sin 3x+

1

9
cos 3x

(3) I =

∫
ex cosx dxとおくと，

I = ex cosx+

∫
ex sinx dx = ex(cosx+ sinx)−

∫
ex cosx dx = ex(cosx+ sinx)− I

∴
∫

ex cosx dx =
1

2
ex(sinx+ cosx).

(4)

∫
log x

x2
dx = − log x

x
+

∫
dx

x2
= − log x

x
− 1

x
= − log x+ 1

x

(5)

∫
log(x2 + 1) dx = x log(x2 + 1)−

∫
2x2

x2 + 1
dx

= x log(x2 + 1)− 2

∫
(x2 + 1)− 1

x2 + 1
dx

= x log(x2 + 1)− 2

∫ (
1− 1

x2 + 1

)
dx

= x log(x2 + 1) + 2 tan−1 x− 2x

(6)

∫
(log x)2 dx = x(log x)2 −

∫
x · 2

x
log x dx = x(log x)2 − 2

∫
log x dx

= x(log x)2 − 2x log x+ 2x = x
{
(log x)2 − 2 log x+ 2

}

(7)

∫
(x+ 1)ex log x dx =

∫
exx log x dx+

∫
ex log x dx
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= exx log x−
∫

ex
(
log x+

x

x

)
dx+

∫
ex log x dx

= xex log x−
∫

ex log x dx−
∫

exdx+

∫
ex log x dx

= xex log x− ex = ex (x log x− 1)

(8)

∫
sin−1 x dx = x sin−1 x−

∫
x√

1− x2
dx = x sin−1 x+

√
1− x2

(9)

∫
tan−1 x dx = x tan−1 x−

∫
x

x2 + 1
dx = x tan−1 x− 1

2
log(x2 + 1)

問 6. I と J をそれぞれ部分積分すると，

I =

∫
eax sin bx dx = − 1

b
eax cos bx+

a

b

∫
eax cos bx dx = − 1

b
eax cos bx+

a

b
J

∴ bI − aJ = −eax cos bx (1)

J =

∫
eax cos bx dx =

1

b
eax sin bx− a

b

∫
eax sin bx dx =

1

b
eax sin bx− a

b
I

∴ aI + bJ = eax sin bx (2)

(2)× a+ (1)× bより，
(a2 + b2)I = eax(a sin bx− b cos bx).

また，(2)× b− (1)× aより，

(a2 + b2)J = eax(b sin bx+ a cos bx).

ゆえに
I =

eax

a2 + b2
(a sin bx− b cos bx)， J =

eax

a2 + b2
(a cos bx+ b sin bx).

問 7. 部分積分法を用いて計算すると，

AIn =

∫
A

(x2 +A)n
dx =

∫
(x2 +A)− x2

(x2 +A)n
dx

=

∫
dx

(x2 +A)n−1
−
∫

x

(x2 +A)n
· x dx

= In−1 +
1

2(n− 1)

{
1

(x2 +A)n−1
· x−

∫
dx

(x2 +A)n−1

}
=

1

2(n− 1)

{
x

(x2 +A)n−1
+ (2n− 3)In−1

}
.

よって
In =

1

2(n− 1)A

{
x

(x2 +A)n−1
+ (2n− 3)In−1

}
(n ≧ 2)

次に，上で示した漸化式より，∫
dx

(x2 + 1)2
= I2 =

1

2

(
x

x2 + 1
+ I1

)
=

1

2

(
x

x2 + 1
+

∫
dx

x2 + 1

)
=

1

2

(
x

x2 + 1
+ tan−1 x

)
.
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参考. 部分積分法を用いて計算すると，∫
dx

x2 + 1
=

∫
x′

dx

x2 + 1
=

x

x2 + 1
−
∫

x

(
1

x2 + 1

)′
dx

=
x

x2 + 1
+

∫
2x2

(x2 + 1)2
dx =

x

x2 + 1
+

∫
2(x2 + 1)− 2

(x2 + 1)2
dx

=
x

x2 + 1
+ 2

∫
dx

x2 + 1
− 2

∫
dx

(x2 + 1)2
.

∴
∫

dx

(x2 + 1)2
=

1

2

(
x

x2 + 1
+

∫
dx

x2 + 1

)
=

1

2

(
x

x2 + 1
+ tan−1 x

)
.

参考. n = 1 のときを考える．A > 0のときは，

I1 =

∫
dx

x2 + (
√
A)2

=
1√
A

tan−1 x√
A
.

A < 0のときは，

I1 =

∫
dx

x2 − (
√
−A)2

=
1

2
√
−A

∫ (
1

x−
√
−A

− 1

x+
√
−A

)
dx

=
1

2
√
−A

log

∣∣∣∣x−
√
−A

x+
√
−A

∣∣∣∣ .

∴ I1 =


1√
A

tan−1 x√
A

(A > 0)

1

2
√
−A

log

∣∣∣∣x−
√
−A

x+
√
−A

∣∣∣∣ (A < 0).

問 8. (1)

∫
dx

(x+ 1)(x+ 3)
=

1

2

∫ (
1

x+ 1
− 1

x+ 3

)
dx =

1

2
(log |x+ 1| − log |x+ 3| )

=
1

2
log

∣∣∣∣x+ 1

x+ 3

∣∣∣∣
(2)

3x2 − x+ 1

x(x− 1)2
=

A

x
+

Bx+ C

(x− 1)2
とおくと，

3x2 − x+ 1 = (A+B)x2 + (−2A+ C)x+A.

上式の両辺の係数を比較すると， A + B = 3，−2A + C = −1，A = 1． よって，A = C = 1，
B = 2．ゆえに

3x2 − x+ 1

x(x− 1)2
=

1

x
+

2x+ 1

(x− 1)2
=

1

x
+

2(x− 1) + 3

(x− 1)2
=

1

x
+

2

x− 1
+

3

(x− 1)2
.

よって ∫
3x2 − x+ 1

x(x− 1)2
dx =

∫ {
1

x
+

2

x− 1
+

3

(x− 1)2

}
dx

= log |x|+ 2 log |x− 1| − 3

x− 1

= log
∣∣x(x− 1)2

∣∣− 3

x− 1
.
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(3)
1

x3 + 1
=

1

(x+ 1)(x2 − x+ 1)
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1
とおくと，

1 = (A+B)x2 + (−A+B + C)x+A+ C.

上式の両辺の係数を比較すると，A+B = 0，−A+B+C = 0，A+C = 1．よって，A = −B =
1

3
，

C =
2

3
．ゆえに

1

x3 + 1
=

1

3

(
1

x+ 1
− x− 2

x2 − x+ 1

)
.

よって ∫
dx

x3 + 1
=

1

3

∫ (
1

x+ 1
− 1

2
· (2x− 1)− 3

x2 − x+ 1

)
dx

=
1

6

∫  2

x+ 1
− 2x− 1

x2 − x+ 1
+

3(
x− 1

2

)2
+
(√

3
2

)2
 dx

=
1

6

{
2 log |x+ 1| − log(x2 − x+ 1) + 3 · 2√

3
tan−1 2√

3

(
x− 1

2

)}
=

1

6
log

(x+ 1)2

x2 − x+ 1
+

1√
3
tan−1 2x− 1√

3
.

(4) 部分分数に分解すると，
x+ 1

x(x2 + 1)
=

1

x
− x− 1

x2 − 1
=

1

x
− 1

2
· 2x

x2 + 1
+

1

x2 + 1
.

よって ∫
x+ 1

x(x2 + 1)
dx =

∫ (
1

x
− 1

2
· 2x

x2 + 1
+

1

x2 + 1

)
dx

= log |x| − 1

2
log(x2 + 1) + tan−1 x

= log

∣∣∣∣ x√
x2 + 1

∣∣∣∣+ tan−1 x.

(5)
x3

(x− 1)(x− 2)
= x+ 3 +

7x− 6

(x− 1)(x− 2)
= x+ 3− 1

x− 1
+

8

x− 2
なので，

∫
x3

(x− 1)(x− 2)
dx =

∫ (
x+ 3− 1

x− 1
+

8

x− 2

)
dx

=
x2

2
+ 3x− log |x− 1|+ 8 log |x− 2|.

(6) ex = X とおいて，X に関して部分分数に分解すると，

ex

e2x − 1
=

X

X2 − 1
=

1

2

(
X

X − 1
− X

X + 1

)
=

1

2

(
ex

ex − 1
− ex

ex + 1

)
.

よって ∫
ex

e2x − 1
dx =

1

2

∫ (
ex

ex − 1
− ex

ex + 1

)
dx =

1

2
(log |ex − 1| − log |ex + 1| )
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=
1

2
log

∣∣∣∣ex − 1

ex + 1

∣∣∣∣ = 1

2
log
∣∣∣tanh x

2

∣∣∣ .
問 9. (1) a > 0のとき，√

ax2 + bx+ c = t−
√
axとおくと，

x =
t2 − c

2
√
at+ b

， dx =
2
(√

at2 + bt+
√
ac
)

(2
√
at+ b)2

dt，
√
ax2 + bx+ c =

√
at2 + bt+

√
ac

2
√
at+ b

.

よって
I =

∫
R

(
t2 − c

2
√
at+ b

,

√
at2 + bt+

√
ac

2
√
at+ b

)
·
2
(√

at2 + bt+
√
ac
)

(2
√
at+ b)2

dt

となり，tに関する有理関数の積分に帰着できる．

(2) a < 0のとき，
√

x− α

β − x
= tとおくと，

x =
βt2 + α

t2 + 1
， dx =

2(β − α)t

(t2 + 1)2
dt

となる．また，解と係数の関係
α+ β = − b

a
， αβ =

c

a

を用いれば，
ax2 + bx+ c =

{2aαβ + b(α+ β) + 2c}t2

(t2 + 1)2
=

(b2 − 4ac)t2

−a(t2 + 1)2

∴
√

ax2 + bx+ c =

√
b2 − 4ac

−a
· t

t2 + 1

を得る．よって
I =

∫
R

(
βt2 + α

t2 + 1
,

√
b2 − 4ac

−a
· t

t2 + 1

)
· 2(β − α)t

(t2 + 1)2
dt

となり，tに関する有理関数の積分に帰着できる．

一方，a < 0のとき，
√

β − x

x− α
= tとおくと，

x =
αt2 + β

t2 + 1
， dx = −2(β − α)t

(t2 + 1)2
dt

となる．また，
ax2 + bx+ c =

{2aαβ + b(α+ β) + 2c}t2

(t2 + 1)2
=

(b2 − 4ac)t2

−a(t2 + 1)2

∴
√

ax2 + bx+ c =

√
b2 − 4ac

−a
· t

t2 + 1
.

よって
I = −

∫
R

(
αt2 + β

t2 + 1
,

√
b2 − 4ac

−a
· t

t2 + 1

)
· 2(β − α)t

(t2 + 1)2
dt

となり，tに関する有理関数の積分に帰着できる．
参考. a > 0のとき，√

ax2 + bx+ c = t+
√
axとおくと，

x =
−t2 + c

2
√
at− b

， dx = −
2
(√

at2 − bt+
√
ac
)

(2
√
at− b)2

dt，
√
ax2 + bx+ c =

√
at2 − bt+

√
ac

2
√
at− b

9



より
I = −

∫
R

(
−t2 + c

2
√
at− b

,

√
at2 − bt+

√
ac

2
√
at− b

)
·
2
(√

at2 − bt+
√
ac
)

(2
√
at− b)2

dt

となり，やはり tに関する有理関数の積分に帰着できる．

問 10. (1)
√
1− x = tとおくと，x = 1− t2，dx = −2t dt．よって∫

dx

x
√
1− x

=

∫
−2t

t(1− t2)
dt =

∫
2

t2 − 1
dt =

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt

= log |t− 1| − log |t+ 1| = log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣
= log

∣∣∣∣√1− x− 1√
1− x+ 1

∣∣∣∣ .
(2)

√
x− 1

x+ 1
= tとおくと，x = − t2 + 1

t2 − 1
，dx =

4t

(t2 − 1)2
dt．よって

∫ √
x− 1

x+ 1
dx =

∫
t · 4t

(t2 − 1)2
dt = 4

∫
(t2 − 1) + 1

(t2 − 1)2
dt = 4

∫ {
1

t2 − 1
+

1

(t2 − 1)2

}
dt

ここで ∫
dt

t2 − 1
=

∫
t′ · 1

t2 − 1
dt =

t

t2 − 1
+

∫
2t2

(t2 − 1)2
dt

=
t

t2 − 1
+ 2

∫
(t2 − 1) + 1

(t2 − 1)2
dt

=
t

t2 − 1
+ 2

∫
dt

t2 − 1
+ 2

∫
dt

(t2 − 1)2

より ∫
dt

(t2 − 1)2
= − 1

2

(
t

t2 − 1
+

∫
dt

t2 − 1

)
.

よって ∫ √
x− 1

x+ 1
dx = 4

∫
dt

t2 − 1
− 2

(
t

t2 − 1
+

∫
dt

t2 − 1

)
= − 2t

t2 − 1
+ 2

∫
dt

t2 − 1
= − 2t

t2 − 1
+

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt

= − 2t

t2 − 1
+ log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣ = −
2
√

x−1
x+1

x−1
x+1 − 1

+ log

∣∣∣∣∣∣
√

x−1
x+1 − 1√
x−1
x+1 + 1

∣∣∣∣∣∣
=
√
x2 − 1 + log

∣∣∣∣√x− 1−
√
x+ 1√

x− 1 +
√
x+ 1

∣∣∣∣
=
√

x2 − 1 + log

∣∣∣∣∣
(√

x+ 1−
√
x− 1

)2
x+ 1− (x− 1)

∣∣∣∣∣
=
√
x2 − 1 + log

∣∣∣x−
√

x2 − 1
∣∣∣ .

(3)
√
x2 + x+ 1 = t− xとおくと，

x =
t2 − 1

2t+ 1
， dx =

2(t2 + t+ 1)

(2t+ 1)2
dt，

√
x2 + x+ 1 =

t2 + t+ 1

2t+ 1
.

10



よって ∫
dx

x
√
x2 + x+ 1

=

∫
2t+ 1

t2 − 1
· 2t+ 1

t2 + t+ 1
· 2(t

2 + t+ 1)

(2t+ 1)2
dt

=

∫
2

(t− 1)(t+ 1)
dt =

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt

= log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣∣
√
x2 + x+ 1 + x− 1√
x2 + x+ 1 + x+ 1

∣∣∣∣∣ .
参考.

√
x2 + x+ 1 = t+ xとおくと，

x = − t2 − 1

2t− 1
， dx = −2(t2 − t+ 1)

(2t− 1)2
dt，

√
x2 + x+ 1 =

t2 − t+ 1

2t− 1
.

よって ∫
dx

x
√
x2 + x+ 1

=

∫
2t− 1

t2 − 1
· 2t− 1

t2 − t+ 1
· 2(t

2 − t+ 1)

(2t− 1)2
dt

=

∫
2

t2 − 1
dt = log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣
= log

∣∣∣∣∣
√
x2 + x+ 1− x− 1√
x2 + x+ 1− x+ 1

∣∣∣∣∣ .
(4)

√
4x− 3− x2 =

√
(x− 1)(3− x) = (3− x)

√
x− 1

3− x
より

∫
dx

x
√
4x− 3− x2

=

∫
dx

x(3− x)

√
x− 1

3− x

.

そこで，
√

x− 1

3− x
= tとおくと，x =

3t2 + 1

t2 + 1
，dx =

4t

(t2 + 1)2
dt，3− x =

2

t2 + 1
. よって

∫
dx

x
√
4x− 3− x2

=

∫
t2 + 1

3t2 + 1
· t

2 + 1

2
· 1

t

4t

(t2 + 1)2
dt = 2

∫
dt

3t2 + 1

=
2

3

∫
dt

t2 +
(

1√
3

)2 =
2

3
·
√
3 tan−1

√
3t

=
2√
3
tan−1

√
3(x− 1)

3− x
.

参考.
√
4x− 3− x2 =

√
(x− 1)(3− x) = (x− 1)

√
3− x

x− 1
より

∫
dx

x
√
4x− 3− x2

=

∫
dx

x(x− 1)

√
3− x

x− 1

.

そこで，
√

3− x

x− 1
= tとおくと，x =

t2 + 3

t2 + 1
，dx = − 4t

(t2 + 1)2
dt，x− 1 =

2

t2 + 1
．よって

∫
dx

x
√
4x− 3− x2

=

∫
t2 + 1

t2 + 3
· t

2 + 1

2
· 1

t

−4t

(t2 + 1)2
dt = −2

∫
dt

t2 + 3

11



= − 2√
3
tan−1 t√

3
= − 2√

3
tan−1

√
3− x

3(x− 1)
.

参考. x > 0 のとき，tan−1 x+ tan−1 1

x
=

π

2
である．

(5) tan
x

2
= tとおくと，dx =

2

t2 + 1
dt，cosx =

1− t2

1 + t2
．よって

∫
dx

cosx
=

∫
1 + t2

1− t2
· 2

t2 + 1
dt =

∫
2

1− t2
dt =

∫ (
1

1 + t
+

1

1− t

)
dt

= log

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣∣∣
tan

x

2
+ 1

tan
x

2
− 1

∣∣∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣1 + sinx

cosx

∣∣∣∣ .

参考.

∫
dx

cosx
=

∫
cosx

cos2 x
dx =

∫
cosx

1− sin2 x
dx =

∫
cosx

(1− sinx)(1 + sin x)
dx

=
1

2

∫ (
cosx

1− sinx
+

cosx

1 + sinx

)
dx

=
1

2

∫ {
−(1− sinx)′

1− sinx
+

(1 + sinx)′

1 + sinx

}
dx

=
1

2
log

1 + sinx

1− sinx
.

(6) tan
x

2
= tとおくと，dx =

2

t2 + 1
dt，sinx =

2

t2 + 1
．よって

∫
sinx

1 + sinx
dx =

∫ (
1− 1

1 + sinx

)
dx = x−

∫
dx

1 + sinx

= x−
∫

t2 + 1

(t+ 1)2
· 2

t2 + 1
dt = x− 2

∫
dt

(t+ 1)2

= x+
2

t+ 1
= x+

2

tan x
2 + 1

.

参考.

∫
sinx

1 + sinx
dx =

∫
sinx(1− sinx)

(1 + sinx)(1− sinx)
dx =

∫
sinx− sin2 x

1− sin2 x
dx

=

∫
sinx− 1 + cos2 x

cos2 x
dx =

∫ (
sinx

cos2 x
− 1

cos2 x
+ 1

)
dx

=
1

cosx
− tanx+ x = x+

1− sinx

cosx
.

問 11. (1) ex = tとおくと，dx = dt
t ．よって∫

ex − e−x

ex + e−x
dx =

∫
e2x − 1

e2x + 1
dx =

∫
t2 − 1

t(t2 + 1)
dt =

∫ (
2t

t2 + 1
− 1

t

)
dt

= log (t2 + 1)− log |t| = log
t2 + 1

t

= log (ex + e−x).

参考.

∫
ex − e−x

ex + e−x
dx =

∫
(ex + e−x)′

ex + e−x
dx = log (ex + e−x)
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参考.

∫
ex − e−x

ex + e−x
dx =

∫
tanhx dx = log coshx = log

ex + e−x

2
= log (ee + e−x)− log 2.

(2) log x = tとおくと，dx

x
= dt．よって

∫
(log x+ 3)5

x
dx =

∫
(t+ 3)5 dt =

1

6
(t+ 3)6 =

1

6
(log x+ 3)6.

参考.

∫
(log x+ 3)5

x
dx =

∫
(log x+ 3)′(log x+ 3)5 dx =

1

6
(log x+ 3)6

(3) sinx = t
(
− π

2
≦ x ≦ π

2

)
とおくと，cosx dx = dt．よって∫

cosx

1 + sin2 x
dx =

∫
dt

1 + t2
= tan−1 t = tan−1(sinx).

(4) cosx = t (0 ≦ x ≦ π)とおくと，sinx dx = −dt．よって∫
cos2 x sinx

3 cos2 x+ sin2 x
dx =

∫
cos2 x sinx

1 + 2 cos2 x
dx =

∫
−t2

1 + 2t2
dt

= − 1

2

∫ (
1−

1
2

t2 + 1
2

)
dt

= − t

2
+

1

4
·
√
2 tan−1

(√
2t
)

= − 1

2
cosx+

√
2

4
tan−1

(√
2 cosx

)
.

(5) tanx = t
(
− π

2
< x <

π

2

)
とおくと，dx =

dt

1 + t2
．よって

∫
dx

1 + tanx
=

∫
1

1 + t
· 1

1 + t2
dt =

1

2

∫ (
1

1 + t
+

1− t

1 + t2

)
dt

=
1

2

∫ (
1

1 + t
− t

1 + t2
+

1

1 + t2

)
dt

=
1

2

{
log |1 + t| − 1

2
log(1 + t2) + tan−1 t

}
=

1

4
log

(1 + tanx)2

1 + tan2 x
+

x

2
=

1

4
log(sinx+ cosx)2 +

x

2

=
1

4
log(1 + sin 2x) +

x

2
.

(6) tanx = t
(
− π

2
< x <

π

2

)
とおくと，dx =

dt

1 + t2
．よって

∫
tan2 x

3 + tan3 x
dx =

∫
t2

3 + t2
· 1

1 + t2
dt =

1

2

∫ (
3

3 + t2
− 1

1 + t2

)
dt

=
3

2
· 1√

3
tan−1 t√

3
− 1

2
tan−1 t

=

√
3

2
tan−1

(
tanx√

3

)
− x

2
.
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3.2 定積分

問 1. f(x) = x2は [0, 1]で連続なので積分可能．よって，区分求積公式より，∫ 1

0
x2 dx = lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

(
i

n

)2

= lim
n→∞

1

n3

n∑
i=1

i2 = lim
n→∞

1

n3
· 1

6
n(n+ 1)(2n− 1)

= lim
n→∞

1

6

(
1 +

1

n

)(
2− 1

n

)
=

1

3
.

問 2. g(x)が恒等的に 0のときは，任意の c ∈ (a, b)に対して成り立つ．よって，少なくとも 1点
で g(x) > 0とする．このとき，定理 6の (4)より，

∫ b

a
g(x) dx > 0となる．

さて，定理 1.15 (最大値・最小値の定理)より，f(x)の [a, b]における最小値をm，最大値をM

とする．m = M のときは，f(x)は定数関数で，f(x) = mとなる．よって，任意の c ∈ (a, b)に対
して ∫ b

a
f(x)g(x) dx = m

∫ b

a
g(x) dx = f(c)

∫ b

a
g(x) dx

となり成り立つ．そこで，以下ではm < M と仮定する．このとき，m ≦ f(x) ≦ M かつ g(x) ≧ 0

より，mg(x) ≦ f(x)g(x) ≦ Mg(x)なので，

m

∫ b

a
g(x) dx ≦

∫ b

a
f(x)g(x) dx ≦ M

∫ b

a
g(x) dx.

そこで

λ :=

∫ b

a
f(x)g(x) dx∫ b

a
g(x) dx

とおくと，m ≦ λ ≦ M である．

• λ = mのときは，f(x)が最小となる xの値を c ∈ [a, b]とすれば，λ = m = f(c)．
• λ = M のときは，f(x)が最大となる xの値を c ∈ [a, b]とすれば，λ = M = f(x)．
• m < λ < M のときは，定理 1.14 (中間値の定理)より，λ = f(c)となる c ∈ (a, b)が存在
する．

よって，いずれの場合でも，λ = f(c)となる c ∈ [a, b]が存在するので，∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(c)

∫ b

a
g(x) dx

が成り立つ．
参考. g(x) = 1のときは積分の平均値の定理 (定理 3.7)である．

問 3. (1)

∫ 1

0
(2x− 1)8 dx =

[
1

18
(2x− 1)9

]1
0

=
2

18
=

1

9

(2)

∫ 1

0
x 3
√
x dx =

∫ 1

0
x

4
3 dx =

[
3

7
x

7
3

]1
0

=
3

7

(3)

∫ 1

0
2x dx =

[
2x

log 2

]1
0

=
1

log 2
(2− 1) =

1

log 2
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問 4. (1) m > 1は任意の定数とし，

F (x) =

∫ x

1

dt√
t2 + 1

(x ∈ R)

とおく．関数 f(t) =
1

t2 + 1
は Rで連続なので，定理 3.8 (微分積分学の基本定理)より，

G(x) =

∫ x

−m
f(t)dt (−m ≦ x ≦ m)

は [−m,m]で微分可能で，
G′(x) = f(x) =

1√
x2 + 1

となる．ここで，

F (x) =

∫ x

1
f(t)dt =

∫ −m

1
f(t)dt+

∫ x

−m
f(t)dt =

∫ −m

1
f(t)dt+G(x)

なので，F (x)は [−m,m]で微分可能で，F ′(x) = G′(x) =
1√

x2 + 1
となる．m > 1は任意なので，

F (x)は Rで微分可能で，F ′(x) =
1√

x2 + 1
が成り立つ．

(2) m > 0は任意の定数とし，

F (x) =

∫ x

0
et cos tdt (x ∈ R)

とおく．関数 f(t) = et cos tは Rで連続なので，微分積分学の基本定理より，

G(x) =

∫ x

−m
f(t)dt (−m ≦ x ≦ m)

は [−m,m]で微分可能で，
G′(x) = f(x) = ex cosx

となる．ここで，

F (x) =

∫ x

0
f(t)dt =

∫ −m

0
f(t)dt+

∫ x

−m
f(t)dt =

∫ −m

0
f(t)dt+G(x)

なので，F (x)は [−m,m]で微分可能で，F ′(x) = G′(x) = ex cosxとなる．m > 0は任意なので，
F (x)は Rで微分可能で，F ′(x) = ex cosx が成り立つ．さて，与式を変形すると∫ x2

x
et cos t dt =

∫ x2

0
et cos t dt−

∫ x

0
et cos t dt = F (x2)− F (x).

である．よって，合成関数の微分法より，上式の左辺は Rで微分可能で，

d

dx

∫ x2

x
et cos t dt =

d

dx

{
F (x2)− F (x)

}
= 2xF ′(x2)− F ′(x)

= 2xf(x2)− f(x) = 2xex
2
cosx2 − ex cosx.

(3) (1)や (2)と同様にして，微分積分学の基本定理により，

F (x) =

∫ x

1
tet dt， G(x) =

∫ x

1
et dt
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はともに Rで微分可能で，F ′(x) = xex，G′(x) = exとなる．さて，与式を変形すると∫ x2+1

1
(t− x)et dt =

∫ x2+1

1
tet dt− x

∫ x2+1

1
et dt = F (x2 + 1)− xG(x2 + 1)

である．よって，合成関数の微分法より，上式の左辺は Rで微分可能で，

d

dx

∫ x2+1

1
(t− x)et dt =

d

dx

{
F (x2 + 1)− xG(x2 + 1)

}
= 2xF ′(x2 + 1)−G(x2 + 1)− 2x2G′(x2 + 1)

= 2x(x2 + 1)ex
2+1 −

∫ x2+1

1
et dt− 2x2ex

2+1

= 2x(x2 + 1)ex
2+1 −

[
et
]x2+1

1
− 2x2ex

2+1

= 2x(x2 + 1)ex
2+1 − ex

2+1 + e− 2x2ex
2+1

= (2x3 − 2x2 + 2x− 1)ex
2+1 + e.

問 5. (1)

∫ 2

1
x(x− 1)7 dx =

[ x
8
(x− 1)8

]2
1
− 1

8

∫ 2

1
(x− 1)8 dx

=
1

4
− 1

8

[
1

9
(x− 1)9

]2
1

=
17

72
.

(2) log x = tとおくと，dx

x
= dt．また，xが 1から eまで動くとき，tは 0から 1まで動く．よって
∫ e

1

(log x)2

x
dx =

∫ 1

0
t2 dt =

[
t3

3

]1
0

=
1

3
.

(3)
√
2− x = tとおくと，x = 2− t2，dx = −2t dt．また，xが 0から 1まで動くとき，tは√

2

から 1まで動く．よって∫ 1

0

x√
2− x

dx =

∫ 1

√
2

2− t2

t
· (−2t dt) = 2

∫ 1

√
2
(t2 − 2) dt = 2

[
1

3
t3 − 2t

]1
√
2

=
2

3
(1− 2

√
2)− 4(1−

√
2) =

2

3
(4
√
2− 5).

(4) tan
x

2
= tとおくと，dx =

2 dt

t2 + 1
，sinx =

2t

t2 + 1
．また，xが 0から π

2
まで動くとき，tは

0から 1まで動く．よって∫ π
2

0

dx

2 + 3 sinx
=

∫ 1

0

1

2 + 3 · 2t
t2+1

· 2 dt

t2 + 1
=

∫ 1

0

dt

t2 + 3t+ 1

=

∫ 1

0

dt(
t+ 3

2

)2 − 5
4

=

[
1√
5
log

∣∣∣∣∣ t+ 3
2 −

√
5
2

t+ 3
2 +

√
5
2

∣∣∣∣∣
]1
0

=
1√
5

{
log

∣∣∣∣∣ 5
2 −

√
5
2

5
2 +

√
5
2

∣∣∣∣∣− log

∣∣∣∣∣ 3
2 −

√
5
2

3
2 +

√
5
2

∣∣∣∣∣
}

=
1√
5
log

∣∣∣∣∣(5−
√
5)(3 +

√
5)

(5 +
√
5)(3−

√
5)

∣∣∣∣∣ = 1√
5
log

5 +
√
5

5−
√
5
.
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(5)
√
1 + ex = tとおくと，1 + ex = t2，exdx = 2t dt．また，xが 0から 1まで動くとき，tは√

2から√
1 + eまで動く．よって∫ 1

0
e2x

√
1 + ex dx =

∫ 1

0
ex
√
1 + ex · exdx =

∫ √
1+e

√
2

(t2 − 1) · t · (2t dt)

= 2

∫
√
2

√
1 + et2(t2 − 1) dt = 2

∫
√
2

√
1 + e(t4 − t2) dt

= 2

[
1

5
t5 − 1

3
t3
]√1+e

√
2

=
2

5

{
(1 + e)2

√
1 + e− 4

√
2
}
− 2

3

{
(1 + e)

√
1 + e− 2

√
2
}

=
2

15
(3e− 2)(1 + e)

√
1 + e− 4

15

√
2.

(6)

∫ 3

1
x (log x)2 dx =

[
x2

2
(log x)2

]2
1

−
∫ 3

1

x2

2
· 2 log x

x
dx =

9

2
(log 3)2 −

∫ 3

1
x log x dx

=
9

2
(log 3)2 −

{[
x2

2
log x

]3
1

−
∫ 3

1

x2

2
· 1

x
dx

}

=
9

2
(log 3)2 − 9

2
log 3 +

1

2

∫ 3

1
x dx

=
9

2
(log 3)2 − 9

2
log 3 +

1

2

[
x2

2

]3
1

=
9

2
(log 3)2 − 9

2
log 3 + 2.

(7)

∫ π
2

0
x2 cosx dx =

[
x2 sinx

]π
2

0
− 2

∫ π
2

0
x sinx dx =

π2

4
− 2

∫ π
2

0
x sinx dx

=
π2

4
− 2

{[
x(− cosx)

]π
2

0
+

∫ π
2

0
cosx dx

}
=

π2

4
− 2

∫ π
2

0
cosx dx

=
π2

4
− 2
[
sinx

]π
2

0
=

π2

4
− 2.

(8)

∫ 1

0
x2e−xdx =

[
x2(−e−x

]1
0
+ 2

∫ 1

0
xe−xdx = −e−1 + 2

∫ 1

0
xe−xdx

= −e−1 + 2

{[
x(−e−x)

]1
0
+

∫ 1

0
e−xdx

}
= −e−1 + 2

{
−e−1 +

∫ 1

0
e−xdx

}
= −3e−1 + 2

[
−e−x

]1
0
= 2− 5e−1.

(9)

∫ 1

0
cos−1 x dx =

[
x cos−1 x

]1
0
+

∫ 1

0

x√
1− x2

dx = − 1

2

∫ 1

0

−2x√
1− x2

dx

= − 1

2

[
2
√

1− x2
]1
0
= 1.
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問 6. n ≧ 3とする．部分積分公式を用いて計算すると，

In =

∫ π
4

0
tann x dx =

∫ π
4

0
tann−2 x · tan2 x dx =

∫ π
4

0
tann−2 x

(
1

cos2 x
− 1

)
dx

=

∫ π
4

0

tann−2 x

cos2 x
dx−

∫ π
4

0
tann−2 x dx =

∫ π
4

0

tann−2

cos2 x
dx− In−2.

ここで，tanx = tとおくと， dx

cos2 x
= dt．また，xが 0から π

4
まで動くとき，tは 0から 1まで

動く．よって ∫ π
4

0

tann−2 x

cos2 x
dx =

∫ 1

0
tn−2 dt =

[
tn−1

n− 1

]1
0

=
1

n− 1
.

ゆえに
In =

1

n− 1
− In−2 (n ≧ 3)

が成り立つ．
上で示した漸化式より，

I3 =
1

2
− I1， I4 =

1

3
− I2， I5 =

1

4
− I3.

よって

I6 =
1

5
− I4 =

1

5
−
(

1

3
− I2

)
= − 2

15
+ I2 1○

I7 =
1

6
− I5 =

1

6
−
(

1

4
− I3

)
= − 1

12
+ I3 = − 1

12
+

(
1

2
− I1

)
=

5

12
− I1. 2○

ここで

I1 =

∫ π
4

0
tanx dx =

[
− log | cosx|

]π
4

0
= − log

∣∣∣cos π

4

∣∣∣ = − log
1√
2
=

1

2
log 2. 3○

また，tanx = tとおくと，dx =
dt

t2 + 1
．さらに，xが 0から π

4
まで動くとき，tは 0から 1まで

動く．よって

I2 =

∫ π
4

0
tan2 x dx =

∫ 1

0

t2

t2 + 1
dt =

∫ 1

0

(
1− 1

t2 + 1

)
dt =

[
t− tan−1 t

]1
0

= 1− (tan−1 1− tan−1 0) = 1− π

4
. 4○

よって， 1○， 2○， 3○， 4○より，

I6 =
13

15
− π

4
， I7 =

5

12
− 1

2
log 2.

問 7. (1) f(x) =
√
1− x2は [0, 1]で連続．よって，区分求積公式より，

lim
n→∞

n∑
i=1

√
n2 − i2

n2
= lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

√
1−

(
i

n

)2

=

∫ 1

0

√
1− x2 dx

=

[
1

2

(
sin−1+x

√
1− x2

)]1
0

=
1

2

(
sin−1 1− sin−1 0

)
=

π

4
.
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(2) f(x) = x sinπxは [0, 1]で連続．よって，区分求積公式より，

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

i

n
sin

iπ

n
=

∫ 1

0
x sinπx dx =

[
x

(
− 1

π
cosπx

)]1
0

+
1

π

∫ 1

0
cosπx dx

=
1

π
+

1

π

[
1

π
sinπx

]1
0

=
1

π
.

(3) f(x) =
√
xは [0, 1]で連続．よって，区分求積公式より，

lim
n→∞

1

n
√
n

n∑
i=1

√
i = lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

√
i

n
=

∫ 1

0

√
x dx =

[
2

3
x

3
2

]1
0

=
2

3
.

(4) f(x) =
1

4− x2
は [0, 1]で連続．よって，区分求積公式より，

lim
n→∞

n
n∑

i=1

1

4n2 − i2
= lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

n2

4n2 − i2
= lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

1

4−
(

i
n

)2 =

∫ 1

0

dx

4− x2

=
1

4

∫ 1

0

(
1

2− x
+

1

2 + x

)
dx =

1

4

[
log

∣∣∣∣2 + x

2− x

∣∣∣∣ ]1
0

=
1

4

(
log 3− log 1

)
=

1

4
log 3.
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3.3 広義積分

問 1. (1)
1
3
√
x
は (0, 2]で連続．よって

∫ 2

0

dx
3
√
x
= lim

α→+0

∫ 2

α

dx
3
√
x
= lim

α→+0

[
3

2
x

2
3

]2
α

= lim
α→+0

3

2

(
2

2
3 − α

2
3

)
=

3

2
3
√
4.

(2)
1√
2− x

は [0, 2)で連続．よって

∫ 2

0

dx√
2− x

= lim
β→2−0

∫ β

0

dx√
2− x

= lim
β→2−0

[
−2

√
2− x

]β
0

= lim
β→2−0

2
(√

2−
√
2− β

)
= 2

√
2.

(3)
log x

x
は (0, 1]で連続．よって

∫ 1

0

log x

x
dx = lim

α→+0

∫ 1

α

log x

x
dx = lim

α→+0

[
1

2
(log x)2

]1
α

= − lim
α→+0

1

2
(logα)2 = −∞ (発散)．

(4)
1√

(x− 1)(2− x)
は (1, 2)で連続．よって

∫ 2

1

dx√
(x− 1)(2− x)

= lim
α→1+0

(
lim

β→2−0

∫ β

α

dx√
(x− 1)(2− x)

dx

)

= lim
α→1+0

 lim
β→2−0

∫ β

α

dx√
1
4 −

(
x− 3

2

)2 dx


= lim
α→1+0

(
lim

β→2−0

[
sin−1(2x− 3)

]β
α

)
= lim

β→2−0
sin−1(2β − 3)− lim

α→1+0
sin−1(2α− 3)

= sin−1 1− sin−1(−1) = π.

(5)
1

sinx
は
(
0,

π

2

]
で連続．よって

∫ π
2

0

dx

sinx
= lim

α→+0

∫ π
2

α

dx

sinx
.

ここで，tan
x

2
= tとおくと，dx =

2

1 + t2
dt，sinx =

2t

1 + t2
なので，

∫
dx

sinx
=

∫
1 + t2

2t

2

1 + t2
dt =

∫
dt

t
= log |t| = log

∣∣∣tan x

2

∣∣∣ .
よって ∫ π

2

0

dx

sinx
= lim

α→+0

[
log
∣∣∣tan x

2

∣∣∣ ]π
2

α

= − lim
α→+0

log |α| = ∞ (発散)．
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別解.
1

sinx
を変形すると，

1

sinx
=

sinx

sin2 x
=

sinx

1− cos2 x
=

sinx

(1− cosx)(1 + cosx)
=

1

2

(
sinx

1− cosx
+

sinx

1 + cosx

)
となる．よって，

I =
1

2

{∫
sinx

1− cosx
dx+

∫
sinx

1 + cosx
dx

}
=

1

2
{log |1− cosx| − log |1 + cosx|} =

1

2
log

∣∣∣∣1− cosx

1 + cosx

∣∣∣∣
である．ゆえに，∫ π

2

0

dx

sinx
= lim

α→+0

[
1

2
log

∣∣∣∣1− cosx

1 + cosx

∣∣∣∣ ]π
2

α

= − 1

2
lim

α→+0
log

∣∣∣∣1− cosα

1 + cosα

∣∣∣∣ = ∞ (発散)．

(6)
1√

|x(x− 2)|
は (0, 2)と (2, 3]で連続．ここで

∫ 2

0

dx√
|x(x− 2)|

=

∫ 2

0

dx√
−x(x− 2)

= lim
α→+0

(
lim

β→2−0

∫ β

α

dx√
2x− x2

)

= lim
α→+0

(
lim

β→2−0

∫ β

α

dx√
1− (x− 1)2

)

= lim
α→+0

(
lim

β→2−0

[
sin−1(x− 1)

]β
α

)
= lim

β→2−0
sin−1(β − 1)− lim

α→+0
sin−1(α− 1)

= sin−1 1− sin−1(−1) = π.

∫ 2

0

dx√
|x(x− 2)|

=

∫ 3

2

dx√
x(x− 2)

= lim
α→2+0

∫ 3

α

dx√
x2 − 2x

= lim
α→2+0

∫ 3

α

dx√
(x− 1)2 − 1

= lim
α→2+0

[
log
∣∣∣x− 1 +

√
x2 − 2x

∣∣∣ ]3
α

= lim
α→2+0

{
log
(
2 +

√
3
)
− log

(
α− 1 +

√
α2 − 2α

)}
= log

(
2 +

√
3
)
.

よって ∫ 3

0

dx√
|x(x− 2)|

=

∫ 2

0

dx√
|x(x− 2)|

+

∫ 3

2

dx√
|x(x− 2)|

= π + log
(
2 +

√
3
)
.

問 2.
1

xp
は [1,∞)で連続．ゆえに，p > 1のとき，

∫ ∞

1

dx

xp
= lim

β→∞

∫ β

1

dx

xp
= lim

β→∞

[
1

1− p
x1−p

]β
1

= lim
β→∞

1

1− p

(
1

βp−1
− 1

)
=

1

p− 1
.
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次に，p = 1のとき，∫ ∞

1

dx

x
= lim

β→∞

∫ β

1

dx

x
= lim

β→∞

[
log x

]β
1
= lim

β→∞
log β = ∞.

また，p < 1のとき，∫ ∞

1

dx

xp
= lim

β→∞

∫ β

1

dx

xp
= lim

β→∞

[
1

1− p
x1−p

]β
1

= lim
β→∞

1

1− p

(
β1−p − 1

)
= ∞.

問 3. (1)
1

x(1 + x2)
は [1,∞)で連続．よって

∫ ∞

1

dx

x(1 + x2)
= lim

β→∞

∫ β

1

dx

x(1 + x2)
= lim

β→∞

∫ β

1

(
1

x
− x

1 + x2

)
dx

= lim
β→∞

[
log x− 1

2
log
(
1 + x2

)]β
1

=
1

2
log 2 + lim

β→∞

{
log β − 1

2
log
(
1 + β2

)}
=

1

2
log 2.

(2)
x3

1 + x4
は [0,∞)で連続．よって

∫ ∞

0

x3

1 + x4
dx = lim

β→∞

∫ β

0

x3

1 + x4
dx = lim

β→∞

[
1

4
log
(
1 + x4

)]β
0

= lim
β→∞

1

4
log
(
1 + β4

)
= ∞.

(3) xe−x2 は [0,∞)で連続．よって∫ ∞

0
xe−x2

dx = lim
β→∞

∫ β

0
xe−x2

dx = lim
β→∞

[
− 1

2
e−x2

]β
0

= lim
β→∞

1

2

(
1− e−β2

)
=

1

2
.

(4)
1

x
√
x2 − 1

は (1,∞)で連続．よって
∫ ∞

1

dx

x
√
x2 − 1

= lim
α→1+0

(
lim
β→∞

∫ β

α

dx

x
√
x2 − 1

)
.

ここで，√
x2 − 1 = tとおくと，t2 = x2 − 1，t dt = x dx．よって∫

dx

x
√
x2 − 1

=

∫
x

x2
√
x2 − 1

dx =

∫
dt

t2 + 1
= tan−1 t = tan−1

√
x2 − 1.

ゆえに ∫ ∞

1

dx

x
√
x2 − 1

= lim
α→1+0

(
lim
β→∞

[
tan−1

√
x2 − 1

]β
α

)
= lim

β→∞
tan−1

√
β2 − 1− lim

α→1+0
tan−1

√
α2 − 1

=
π

2
.

(5)
log x

x2
は [1,∞)で連続．よって∫ ∞

1

log x

x2
dx = lim

β→∞

∫ β

1

log x

x2
dx.
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ここで ∫
log x

x2
dx =

(
− 1

x

)
log x−

∫ (
− 1

x

)
· 1

x
dx = − log x

x
+

∫
dx

x2

= − log x

x
− 1

x
= −1 + log x

x
.

よって，ロピタルの定理を用いて極限を計算すると，∫ ∞

1

log x

x2
dx = lim

β→∞

[
−1 + log x

x

]β
1

= 1− lim
β→∞

1 + log β

β
= 1− lim

β→∞

1

β
= 1．

(6) e−ax sin bxは [0,∞)で連続．よって∫ ∞

0
e−ax sin bx dx = lim

β→∞

∫ β

0
e−ax sin bx dx.

ここで ∫
e−ax sin bx dx =

∫ (
− 1

a
e−ax

)′
sin bx dx

= − 1

a
e−ax sin bx+

b

a

∫
e−ax cos bx dx

= − 1

a
e−ax sin bx− b

a2
e−ax cos bx− b2

a2

∫
e−ax sin bx dx.

よって ∫
e−ax sin bx dx = − e−ax

a2 + b2
(a sin bx+ b cos bx).

ゆえに ∫ ∞

0
e−ax sin bx dx = lim

β→∞

[
− e−ax

a2 + b2
(a sin bx+ b cos bx)

]β
0

= − lim
β→∞

{
− e−aβ

a2 + b2
(a sin bβ + b cos bβ)

}
+

b

a2 + b2

=
b

a2 + b2
.

問 4. (1) e−xは [0,∞)で連続．よって

Γ(1) =

∫ ∞

0
e−x dx = lim

β→∞

∫ β

0
e−x dx = lim

β→∞

[
−e−x

]β
0
= lim

β→∞

(
1− e−β

)
= 1.

(2) x2e−xは [0,∞)で連続．よって

Γ(3) =

∫ ∞

0
x2e−x dx = lim

β→∞

∫ β

0
x2e−x dx.

ここで ∫
x2e−x dx = −x2e−x + 2

∫
xe−x dx = −x2e−x − 2xe−x + 2

∫
e−x dx

= −(x2 + 2x+ 2)e−x.

23



よって

Γ(3) =

∫ ∞

0
x2e−x dx = lim

β→∞

∫ β

0
x2e−x dx = lim

β→∞

[
−(x2 + 2x+ 2)e−x

]β
0

= lim
β→∞

{
2− (β2 + 2β + 2)e−β

}
= 2.

(3)
1√

x(1− x)
は (0, 1)で連続．よって

B

(
1

2
,
1

2

)
=

∫ 1

0

dx√
x(1− x)

= lim
α→+0

(
lim

β→1−0

∫ β

α

dx√
x(1− x)

)
.

ここで ∫
dx√

x(1− x)
=

∫
dx√

1
4 −

(
x− 1

2

)2 = sin−1(2x− 1).

よって

B

(
1

2
,
1

2

)
= lim

α→+0

(
lim

β→1−0

[
sin−1(2x− 1)

]β
α

)
= lim

β→1−0
sin−1(2β − 1)− lim

α→+0
sin−1(2α− 1)

= sin−1 1− sin−1(−1) = π.

(4)
(1− x)2√

x
は (0, 1]で連続．よって

B

(
1

2
, 3

)
=

∫ 1

0

(1− x)2√
x

dx = lim
α→+0

∫ 1

α

(1− x)2√
x

dx.

ここで ∫
(1− x)2√

x
dx =

∫
x2 − 2x+ 1√

x
dx =

∫ (
x

3
2 − 2x

1
2 + x−

1
2

)
dx

=
2

5
x

5
2 − 4

3
x

3
2 + 2x

1
2 .

よって

B

(
1

2
, 3

)
=

∫ 1

0

(1− x)2√
x

dx = lim
α→+0

∫ 1

α

(1− x)2√
x

dx

= lim
α→+0

[
2

5
x

5
2 − 4

3
x

3
2 + 2x

1
2

]1
α

=
2

5
− 4

3
+ 2− lim

α→+0

(
2

5
α

5
2 − 4

3
α

3
2 + 2α

1
2

)
=

16

15
.

問 5. ガンマ関数 Γ(s)は s > 0に対して収束するので，Γ

(
1

2

)
=

∫ ∞

0

e−x

√
x
dx は収束する．そこ

でまず， ∫ ∞

0

e−x

√
x
dx = 2

∫ ∞

0
e−x2

dx 1○
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を示す．広義積分
∫ ∞

0

e−x

√
x
dx は収束するので，

∫ ∞

0

e−x

√
x
dx = lim

α→+0
lim
β→∞

∫ β

α

e−x

√
x
dx 2○

である．x = t2 (t > 0)と置換すると，t =
√
x，dx = 2tdt．また，xが αから βまで動くとき，t

は√
αから√

βまで動く．よって，置換積分法より，∫ β

α

e−x

√
x
dx =

∫ √
β

√
α

e−t2

t
2tdt = 2

∫ √
β

√
α

e−x2
dx 3○

となる．ゆえに， 2○と 3○より，∫ ∞

0

e−x

√
x
dx = 2 lim

α→+0
lim
β→∞

∫ √
β

√
α

e−x2
dx = 2

∫ ∞

0
e−x2

dx

となり， 1○が示された．次に， ∫ ∞

0
e−x2

dx =

∫ 0

−∞
e−x2

dx 4○

を示す． 1○より，上式の左辺の広義積分は収束するので，∫ ∞

0
e−x2

dx = lim
β→0

∫ β

0
e−x2

dx 5○

である．t = −xとおくと，dt = −dx．また，xが 0から βまで動くとき，tは 0から −βまで動
く．よって，置換積分法より，∫ β

0
e−x2

dx =

∫ −β

0
e−t2(−dt) =

∫ 0

−β
e−x2

dx 6○

となる．ゆえに， 5○と 6○より，∫ ∞

0
e−x2

dx = lim
β→∞

∫ 0

−β
e−x2

dx =

∫ 0

−∞
e−x2

dx

となり， 4○を得る．よって，広義積分の定義と 4○より，∫ ∞

−∞
e−x2

dx =

∫ 0

−∞
e−x2

dx+

∫ ∞

0
e−x2

dx = 2

∫ ∞

0
e−x2

dx

が成り立つ．
問 6. (1) 0 < α < β < ∞なる α，βに対して，部分積分法より，∫ β

α
e−xxs−1 dx =

[
e−x · x

s

s

]β
α

−
∫ β

α

(
−e−x

)
· x

s

s
dx

=
1

s

(
βs

eβ
− αs

eα

)
+

1

s

∫ β

α
e−xxs dx

となる．よって，

Γ(s) = lim
α→+0

lim
β→∞

∫ β

α
e−xxs−1 dx

=
1

s

(
lim
β→∞

βs

eβ
− lim

α→+0

αs

eα

)
+

1

s
lim

α→+0
lim
β→∞

∫ β

α
e−xxs dx
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=
1

s
lim
β→∞

βs

eβ
+

1

s
Γ(s+ 1) 1○

となる．s ≦ nを満たす自然数 nを選ぶ．ロピタルの定理を繰り返し用いると，

lim
β→∞

βn

eβ
= lim

β→∞

nβn−1

eβ
= lim

β→∞

n(n− 1)βn−2

eβ
= · · · = lim

β→∞

n!

eβ
= 0

なので，不等式
0 <

βs

eβ
≦ βn

eβ
(β > 0)

より， lim
β→∞

βs/eβ = 0となる．よって， 1○より，Γ(s+ 1) = sΓ(s)を得る．また，示した漸化式を
自然数 nに対して適用すると，

Γ(n) = (n− 1)Γ(n− 2) = (n− 1)(n− 2)Γ(n− 3)

= · · · = (n− 1)(n− 2) · · · · · 2 · 1 · Γ(1)

となる．問 4の (1)より，Γ(1) = 1なので，Γ(n) = (n− 1)!を得る．
(2) 0 < α < β < 1を満たす α，βに対して，部分積分法より，∫ β

α
xp(1− x)q−2 dx =

[
xp
{
− 1

q − 1
(1− x)q−1

}]β
α

−
∫ β

α
pxp−1

{
− 1

q − 1
(1− x)q−1

}
dx

= − 1

q − 1

{
βp(1− β)q−1 − αp(1− α)q−1

}
+

p

q − 1

∫ β

α
xp−1(1− x)q−1dx．

よって，

B(p+ 1, q − 1) = lim
α→+0

lim
β→1−0

∫ β

α
xp(1− x)q−2dx

= − 1

q − 1

{
lim

β→1−0
βp(1− β)q−1 − lim

α→+0
αp(1− α)q−1

}
+

p

q − 1
lim

α→+0
lim

β→1−0

∫ β

α
xp−1(1− x)q−1dx

=
p

q − 1
B(p, q)

となる．ゆえに，B(p, q) =
q − 1

p
B(p+ 1, q − 1)を得る．

(3) (2)を繰り返し用いると

B(m,n) =
n− 1

m
B(m+ 1, n− 1) =

(n− 1)(n− 2)

m(m+ 1)
B(m+ 2, n− 2)

=
(n− 1)(n− 2) · · · 1

m(m+ 1) · · · (m+ n− 2)
B(m+ n− 1, 1).

ここで，

B(m+ n− 1, 1) =

∫ 1

0
xm+n−2 dx =

[
1

m+ n− 1
xm+n−1

]1
0

=
1

m+ n− 1
.

なので，(1)を用いれば，

B(m,n) =
(n− 1)!

m(m+ 1) · · · (m+ n− 1)
=

(m− 1)!(n− 1)!

(m− 1)!m(m+ 1) · · · (m+ n− 1)
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=
(m− 1)!(n− 1)!

(m+ n− 1)!
=

Γ(m) · Γ(n)
Γ(m+ n)

.

(4) α，β は 0 < α < β < 1 を満たすとする．x = sin2 θ
(
0 < θ <

π

2

)
とおくと，dx =

2 sin θ cos θdθで，xが αから βまで動くとき，θは sin−1√αから sin−1
√
βまで動く．よって∫ β

α
xp−1(1− x)q−1dx =

∫ sin−1
√
β

sin−1√α
sin2p−2 θ

(
1− sin2 θ

)q−1
2 sin θ cos θ dθ

= 2

∫ sin−1
√
β

sin−1√α
sin2p−1 θ cos2q−1 θ dθ

となる．ここで，α → +0，β → 1− 0のとき，sin−1√α → +0，sin−1
√
β → π

2
− 0なので，

B(p, q) = lim
α→+0

lim
β→1−0

∫ β

α
xp−1(1− x)q−1dx

= 2 lim
α→+0

lim
β→1−0

∫ sin−1
√
β

sin−1√α
sin2p−1 θ cos2q−1 θ dθ

= 2

∫ π
2

0
sin2p−1 θ cos2q−1 θ dθ

を得る．
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3.4 定積分の応用

問 1. 以下では，図形の面積を Sとする．
(1) 曲線と直線の交点の x座標は x = 0,±2．曲線を表す関数は偶関数であることに注意すれば，

S = 2

∫ 2

0

{
3− (x2 − 1)(x2 − 3)

}
dx = 2

∫ 2

0
(4x2 − x4) dx = 2

[
4

3
x3 − 1

5
x5
]2
0

=
128

15
.

(2) 曲線と直線の交点の x座標は x =
1

2
(3±

√
5)．よって

S = 2

∫ 1
2
(3−

√
5)

0

√
x dx+

∫ 1
2
(3+

√
5)

1
2
(3−

√
5)

(√
x− x+ 1

)
dx

=

[
4

3
x

3
2

] 1
2
(3−

√
5)

0

+

[
2

3
x

3
2 − x2

2
+ x

] 1
2
(3+

√
5)

1
2
(3−

√
5)

=
2

3

( √
5− 1

2

)3

+
2

3

(√
5 + 1

2

)3

−
√
5

2
=

5
√
5

6
.

(3) 曲線と直線の交点の x座標は x = 2．よって

S =

∫ 2

0

(
8

x2 + 4
− x

2

)
dx =

[
4 tan−1 x

2
− x2

4

]2
0

= 4 tan−1 1− 1 = π − 1.

(4) tを消去すると，y2 =
9

8
x3．よって，y = ±3

√
2

4
x

3
2 となり，面積を求める図形は x軸に関し

て対称．よって，
S = 2

∫ 1

0

3

2
√
2
x

3
2 dx =

3√
2

[
2

5
x

5
2

]1
0

=
3
√
2

5
.

別解. x = 1のとき t = ± 1√
2
．面積を求める図形が x軸に関して対称であることに注意すると，

S = 2

∫ 1

0
y dx = 2

∫ 1√
2

0
y · dx

dt
dt = 24

∫ 1√
2

0
t4 dt = 24

[
t5

5

] 1√
2

0

=
3
√
2

5
.

問 2. 図形の面積を Sとすると，

S =

∫ 2πa

0
y dx =

∫ 2π

0
y · dx

dt
dt =

∫ 2π

0
a(1− cos t) · a(1− cos t) dt

= a2
∫ 2π

0
(1− cos t)2 dt = a2

∫ 2π

0
(1− 2 cos t+ cos2 t) dt

=
a2

2

∫ 2π

0
(3− 4 cos t+ cos 2t) dt =

a2

2

[
3t− 4 sin t+

1

2
sin 2t

]2π
0

= 3πa2.

問 3. 以下では，図形の面積を Sとする．
(1) 教科書の図 3.3より，図形は x軸と y軸に関して対称．よって，第一象限の部分の面積を 4倍
して，

S =
4

2

∫ π
4

0
2a2 cos 2θ dθ = 4a2

[
1

2
sin 2θ

]π
4

0

= 2a2.

(2) 教科書の図 3.3より，図形は x軸と y軸に関して対称．よって，第一象限の部分の面積を 4倍
して，

S =
4

2

∫ π
2

0
a2 sin2 2θ dθ = 2a2

∫ π
2

0

1

2
(1− cos 4θ) dθ = a2

[
θ − 1

4
sin 4θ

]π
2

0

=
π

2
a2.
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(3) 教科書の図 3.3より，

S =
1

2

∫ π
2

0
a2θ2dθ =

a2

2

[
θ3

3

]π
2

0

=
π3

48
a2．

問 4. 以下では，曲線の長さを Lとする．
(1) 教科書の図 3.3より，

L =

∫ 2π

0

√
{a(1− cos t)2 + (a sin t)2 dt =

√
2 a

∫ 2π

0

√
1− cos t dt

=
√
2 a

∫ 2π

0

√
2 sin2

t

2
dt = 2a

∫ 2π

0
sin

t

2
dt = 2a

[
−2 cos

t

2

]2π
0

= −4a
(
cosπ − cos 0

)
= 8a.

(2) f(x) =
√
a2 − x2とおくと，f ′(x) = − x√

a2 − x2
，1 + f ′(x)2 =

a2

a2 − x2
．よって

L =

∫ a

−a

√
a2

a2 − x2
dx = a

∫ a

−a

dx√
a2 − x2

= a
[
sin−1 x

a

]a
−a

= a
{
sin−1 1− sin−1(−1)

}
= a

{ π

2
−
(
− π

2

)}
= πa.

(3) f(θ) = a(1 + cos θ)とおくと，f ′(θ) = −a sin θ．よって

f(θ)2 + f ′(θ)2 = a2(1 + cos θ)2 + a2 sin2 θ = 2a2(1 + cos θ) = 4a2 cos2
θ

2
.

教科書の図 3.3より，曲線は x軸に関して対称．よって

L = 2

∫ π

0

√
4a2 cos2

θ

2
dθ = 4a

∫ π

0
cos

θ

2
dθ = 4a

[
2 sin

θ

2

]π
0

= 8a.

問 5. 以下では，立体の体積を V とする．
(1) 立体を x軸に垂直な平面で切った断面積を S(x)とすると，

S(x) =
1

2
· b ·

(
1− x

a

)
· c
(
1− x

a

)
=

bc

2

(
1− x

a

)2
.

よって
V =

∫ a

0
S(x) dx =

bc

2

∫ a

0

(
1− x

a

)2
dx =

bc

2

[
− a

3

(
1− x

a

)3 ]a
0

=
abc

6
.

(2) 正三角錐の底面の面積は 1

2
· a ·

√
3

2
a =

√
3

4
a2．底面から頂点までの高さ hは，ピタゴラス

の定理より，

h2 +

(
1

3
·
√
3

2
a

)2

=

(√
3

2
a

)2

∴ h =

√
6

3
a.

底面からの高さが xである底面と平行な平面でこの正三角錐を切った部分の断面は，1辺の長さが
h− x

x
aの正三角形になるので，その面積 S(x)は

S(x) =

√
3

4

(
h− x

h
a

)2

.
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よって

V =

∫ h

0
S(x) dx =

√
3

4
a2
∫ h

0

(
1− x

h

)2
dx =

√
3

4

,

a2
[
− h

3

(
1− x

h

)3]h
0

=

√
2

12
a3.

問 6. 楕円球の対称性より，その体積を V とすると

V = 2π

∫ a

0

b2

a2
(
a2 − x2

)
dx =

2πb2

a2

[
a2x− x3

3

]a
0

=
4π

3
ab2.

問 7. 以下では，回転体の体積を V とする．
(1) 教科書の図 3.3より，図形の対称性を考慮すると，

V = 2π

∫ a

0

{
a

2

(
e

x
a + e−

x
a

)}2

dx =
πa2

2

∫ a

0

(
e

2
a
x + e−

2
a
x + 2

)
dx

=
πa2

2

[ a
2
e

2
a
x − a

2
e−

2
a
x + 2x

]a
0
=

πa3

4

(
e2 − e−2 + 4

)
.

(2) f(x) = b+
√
a2 − x2，g(x) = b−

√
a2 − x2とおくと，図形の対称性より，

V = 2π

∫ a

0
f(x)2 dx− 2π

∫ a

0
g(x)2 dx

= 2π

∫ a

0
{f(x) + g(x)} · {f(x)− g(x)} dx

= 2π

∫ a

0
2b · 2

√
a2 − x2dx = 8πb

∫ a

0

√
a2 − x2 dx

= 8πb

[
1

2

(
x
√
a2 − x2 + a2 sin−1 x

a

)]a
0

(例 3.1.3の公式)

= 8πb · πa
2

4
= 2π2a2b.

(3) 教科書 80頁の図 3.3より，
V = 2π

∫ πa

0
y2 dx.

ここで，x = a(t − sin t)，y = a(1 − cos t)なので，dx = a(1 − cos t) dt，y2 = a2(1 − cos t)2．ま
た，xが 0から πaまで動くとき，tは 0から πまで動く．よって

V = 2π

∫ π

0
a2(1− cos t)2 · a(1− cos t) dt = 2πa3

∫ π

0
(1− cos t)3 dt.

ここで

(1− cos t)3 = 1− 3 cos t+ 3 cos2 t− cos3 t

= 1− 3 cos t+ 3 · 1 + cos 2t

2
− cos 3t+ 3 cos t

4

=
5

2
− 15

4
cos t+

3

2
cos 2t− 1

4
cos 3t.

よって
V = 2πa3

[
5

2
t− 15

4
sin t+

3

4
sin 2t− 1

12
sin 3t

]π
0

= 2πa3 · 5π
2

= 5π2a3.
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演習問題 3

1. (1)

∫ (√
x− 1√

x

)2

dx =

∫ (
x− 2 +

1

x

)
dx =

x2

2
− 2x+ log |x|

(2)

∫
(1− x) 3

√
x dx =

∫ (
x

1
3 − x

4
3

)
dx =

3

4
x

4
3 − 3

7
x

7
3 =

3

28
x(7− 4x) 3

√
x

(3)
2

1− x2
=

1

1− x
+

1

1 + x
より，

∫ (
2

1− x2
+

3√
1− x2

)
dx =

∫ (
1

1− x
+

1

1 + x
+

3√
1− x2

)
dx

= − log |1− x|+ log |1 + x|+ 3 sin−1 x

= log

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣+ 3 sin−1 x

(4) 3
√
x+ 1 = tとおくと，x = t3 − 1，dx = 3t2dt．よって∫

x 3
√
x+ 1 dx =

∫
(t3 − 1)t · 3t2dt = 3

∫
(t6 − t3) dt = 3

(
t7

7
− t4

4

)
=

3

28
t3(4t3 − 7)t =

3

28
(x+ 1)(4x− 3) 3

√
x+ 1.

別解.

∫
x 3
√
x+ 1 dx =

∫
{(x+ 1)− 1} 3

√
x+ 1 dx =

∫ {
(x+ 1)

4
3 − (x+ 1)

1
3

}
dx

=
3

7
(x+ 1)

7
3 − 3

4
(x+ 1)

4
3 =

3

28
(x+ 1)(4x− 3) 3

√
x+ 1.

(5)
2x+ 3

(x+ 2)(x+ 1)2
=

A

x+ 2
+

B

x+ 1
+

C

(x+ 1)2
とおくと，

2x+ 3 = A(x+ 1)2 +B(x+ 2)(x+ 1) + C(x+ 2)

= (A+B)x2 + (2A+ 3B + C)x+ (A+ 2B + 2C).

両辺の係数を比較すると，A + B = 0，2A + 3B + C = 2，A + 2B + 2C = 3．これを解いて，
A = −1，B = 1，C = 1．よって

2x+ 3

(x+ 2)(x+ 1)2
= − 1

x+ 2
+

1

x+ 1
+

1

(x+ 1)2

と部分分数分解できる．よって∫
2x+ 3

(x+ 2)(x+ 1)2
dx =

∫ {
− 1

x+ 2
+

1

x+ 1
+

1

(x+ 1)2

}
dx

= − log |x+ 2|+ log |x+ 1| − 1

x+ 1

= log

∣∣∣∣x+ 1

x+ 2

∣∣∣∣− 1

x+ 1
.

(6)
x5 − x2 + 1

x3 − 1
= x2 +

1

x3 − 1
= x2 +

1

3

(
1

x− 1
− x+ 2

x2 + x+ 1

)
なので，

∫
x5 − x2 + 1

x3 − 1
dx
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=

∫ {
x2 +

1

3

(
1

x− 1
− x+ 2

x2 + x+ 1

)}
dx

=

∫ x2 +
1

3
· 1

x− 1
− 1

6
· 2x+ 1

x2 + x+ 1
− 1

2
· 1(

x+ 1
2

)2
+
(√

3
2

)2
 dx

=
x3

3
+

1

3
log |x− 1| − 1

6
log(x2 + x+ 1)− 1√

3
tan−1 2√

3

(
x+

1

2

)

=
x3

3
+

1

6
log

(x− 1)2

x2 + x+ 1
− 1√

3
tan−1 2x+ 1√

3
.

(7) x2 = X とおいて，与式をX について部分分数分解すると，
x2 + 1

x4 + 2x2 − 3
=

x2 + 1

(x2 + 3)(x2 − 1)

=
X + 1

(X + 3)(X − 1)
=

1

2

(
1

X − 1
+

1

X + 3

)
=

1

2

(
1

x2 − 1
+

1

x2 + 3

)
となる．ゆえに ∫

x2 + 1

x4 + 2x2 − 3
dx =

1

2

∫ (
1

x2 − 1
+

1

x2 + 3

)
dx

=
1

2

(
1

2
log

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ 1√
3
tan−1 x√

3

)

=
1

4
log

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ 1

2
√
3
tan−1 x√

3
．

(8) x = etとくと，t = log x，dx = etdt．よって∫
x2 log x dx =

∫ (
et
)2

t · etdt =
∫

te3tdt = t

(
1

3
e3t
)
−
∫

1

3
e3tdt

=
t

3
e3t − 1

9
e3t =

x3

9
(3 log x− 1).

別解.

∫
x2 log x dx =

x3

3
log x−

∫
x3

3
· 1

x
dx =

x3

3
log x− 1

3

∫
x2 dx

=
x3

3
log x− x3

9
=

x3

9
(3 log x− 1).

(9)

∫
ex sinx dx = ex sinx−

∫
ex cosx dx = ex sinx− ex cosx−

∫
ex sinx dxより，∫

ex sinx dx =
ex

2
(sinx− cosx).

(10) x2 = tとおくと，2xdx = dt．よって∫
x3e−x2

dx =
1

2

∫
te−tdt =

1

2

{
t
(
−e−t

)
−
∫ (

−e−t
)
dt

}

=
1

2

(
−te−t − e−t

)
= −

(
x2 + 1

)
e−x2

2
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(11) log x = tとおくと，x = et，dx = etdt．よって∫
dx

x(log x)3
=

∫
et

et · t3
dt =

∫
t−3dt = − 1

2
t−2 = − 1

2(log x)2
.

別解.

∫
dx

x(log x)3
=

∫
(log x)′(log x)−3 dx = − 1

2
(log x)−2 = − 1

2(log x)2
．

(12)
√
e2x + 1 = tとおくと，e2x + 1 = t2，e2xdx = tdt．よって，dx =

t

t2 − 1
dt．ゆえに

∫ √
e2x + 1 dx =

∫
t2

t2 − 1
dt =

∫ (
1 +

1

t2 − 1

)
dt

=

∫ {
1 +

1

2

(
1

t− 1
− 1

t+ 1

)}
dt

= t+
1

2
(log |t− 1| − log |t+ 1|)

= t+
1

2
log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣
=
√
e2x + 1 +

1

2
log

√
e2x + 1− 1√
e2x + 1 + 1

=
√
e2x + 1 +

1

2
log

(
√
e2x + 1− 1)2

e2x

=
√
e2x + 1 + log(

√
e2x + 1− 1)− x.

(13) sin−1 x = tとおくと，x = sin t
(
− π

2
≦ t ≦ π

2

)
，dx = cos t dt．よって∫

(sin−1 x)2 dx =

∫
t2 cos t dt = t2 sin t− 2

∫
t sin t dt

= t2 sin t+ 2t cos t− 2

∫
cos t dt

= t2 sin t+ 2t
√
1− sin2 t− 2 sin t

= x
(
sin−1 x

)2
+ 2
√
1− x2 sin−1 x− 2x.

(14)
√
x− 1 = tとおくと，x = t2 + 1，dx = 2t dt．よって∫

dx

x+
√
x− 1

=

∫
2t

t2 + t+ 1
dt =

∫
(2t+ 1)− 1

t2 + t+ 1
dt

=

∫
2t+ 1

t2 + t+ 1
dt−

∫
dt(

t+ 1
2

)2
+
(√

3
2

)2
= log(t2 + t+ 1)− 2√

3
tan−1 2√

3

(
t+

1

2

)
= log(t2 + t+ 1)− 2√

3
tan−1 2t+ 1√

3

= log
(
x+

√
x− 1

)
− 2√

3
tan−1 2

√
x− 1 + 1√

3
.
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(15) log x = tとおくと，dx

x
= dt．よって∫

sin (log x)

x
dx =

∫
sin t dt = − cos t = − cos (log x).

別解.

∫
sin (log x)

x
dx =

∫
(log x)′ sin (log x) dx = − cos (log x).

(16)

√
x

x− 1
= tとおくと，x =

t2

t2 − 1
，dx = − 2t

(t2 − 1)2
dt．よって

∫
1

x

√
x

x− 1
dx = −

∫
t2 − 1

t2
· 2t2

(t2 − 1)2
dt = −2

∫
dt

t2 − 1

= −
∫ (

1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt = log |t+ 1| − log |t− 1|

= log

∣∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣∣ = log

∣∣∣∣∣∣
√

x
x−1 + 1√
x

x−1 − 1

∣∣∣∣∣∣
= log

∣∣∣∣√x+
√
x− 1

√
x−

√
x− 1

∣∣∣∣ = 2 log
(√

x+
√
x− 1

)
.

(17) x =
√
2 tan t

(
− π

2
< t <

π

2

)
とおくと，

dx =

√
2

cos2 t
dt， (

x2 + 2
) 5

2 =
(
2 tan2 t+ 2

) 5
2 = 4

√
2
(
1 + tan2 t

) 5
2 =

4
√
2

cos5 t
.

よって ∫
x2

(x2 + 2)
5
2

dx =

∫
2 tan2 t · cos

5 t

4
√
2

·
√
2

cos2 t
dt =

1

2

∫
tan2 t cos3 t dt

=
1

2

∫
sin2 t cos t dt =

1

6
sin3 t

=
1

6

(
tan2 t

tan2 t+ 1

) 3
2

=
1

6

(
x2

x2 + 2

) 3
2

.

(18) x = sin t
(
− π

2
< t <

π

2

)
とおくと，dx = cos t dt．よって∫

dx

(1− x2)
5
2

=

∫
cos t

(1− sin2 t)
5
2

dt =

∫
cos t

cos5 t
dt =

∫
dt

cos4 t
.

そこで，tan t = yとおくと， dt

cos2 t
= dy， 1

cos4 t
=

1 + tan2 t

cos2 t
．よって

∫
dt

cos4 t
=

∫ (
1 + y2

)
dy = y +

y3

3
= tan t+

tan3 t

3
.

さて，cos2 t = 1− sin2 t = 1− x2，cos t ≧ 0なので，cos t =
√
1− x2．よって，tan t =

x√
1− x2

．
ゆえに ∫

dx

(1− x2)
5
2

= tan t+
tan3 t

3
=

x(3− 2x2)

3 (1− x2)
3
2

.
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(19)
√
1 + x+ x2 = t− xとおくと，

x =
t2 − 1

2t+ 1
, dx =

2(t2 + t+ 1)

(2t+ 1)2
dt,

√
1 + x+ x2 =

t2 + t+ 1

2t+ 1
, 1− x =

−t2 + 2t+ 2

2t+ 1
.

よって∫
dx

(1− x)
√
1 + x+ x2

=

∫
2t+ 1

−t2 + 2t+ 2
· 2t+ 1

t2 + t+ 1
· 2(t

2 + t+ 1)

(2t+ 1)2
dt

= −2

∫
dt

t2 − 2t− 2
dt = −2

∫
dt

(t− 1)2 − 3
dt

= −2 · 1

2
√
3
log

∣∣∣∣∣ t− 1−
√
3

t− 1 +
√
3

∣∣∣∣∣ (例 8)

=
1√
3
log

∣∣∣∣∣ t− 1 +
√
3

t− 1−
√
3

∣∣∣∣∣ = 1√
3
log

∣∣∣∣∣x+
√
1 + x+ x2 − 1 +

√
3

x+
√
1 + x+ x2 − 1−

√
3

∣∣∣∣∣ .
(20)

√
2 + x− x2 =

√
(2− x)(x+ 1) = (2− x)

√
x+ 1

2− x
より，

√
x+ 1

2− x
= tとおくと，

x =
2t2 + 1

t2 + 1
，
√
2 + x− x2 =

3t

t2 + 1
， dx =

6t

(t2 + 1)2
dt.

よって∫
dx√

2 + x− x2
=

∫
t2 + 1

3t
· 6t

(t2 + 1)2
dt = 2

∫
dt

t2 + 1
= 2 tan−1 t = 2 tan−1

√
x+ 1

2− x
.

別解.
√
2 + x− x2 =

√
(2− x)(x+ 1) = (x+ 1)

√
2− x

x+ 1
より，

√
2− x

x+ 1
= tとおくと，

x = − t2 − 1

t2 + 1
，
√
2 + x− x2 =

2t

t2 + 1
， dx = − 4t

(t2 + 1)2
dt.

よって ∫
dx√

2 + x− x2
=

∫
t2 + 1

2t
· −4t

(t2 + 1)2
dt = −2

∫
dt

t2 + 1

= −2 tan−1 t = −2 tan−1

√
2− x

x+ 1
.

別解.

∫
dx√

2 + x− x2
=

∫
dx√(

3
2

)2 − (x− 1
2

)2 = sin−1 2

3

(
x− 1

2

)
= sin−1 2x− 1

3
.

(21) tan
x

2
= tとおくと，

dx =
2

1 + t2
dt， cosx =

1− t2

1 + t2
， 1 + 2 cosx =

3− t2

1 + t2
.

よって ∫
dx

1 + 2 cosx
=

∫
1 + t2

3− t2
· 2

1 + t2
dt = −2

∫
dt

t2 − 3
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=
1√
3

∫ (
1

t+
√
3
− 1

t−
√
3

)
dt

=
1√
3

(
log |t+

√
3| − log |t−

√
3|
)

=
1√
3
log

∣∣∣∣∣ t+
√
3

t−
√
3

∣∣∣∣∣ = 1√
3
log

∣∣∣∣∣tan x
2 +

√
3

tan x
2 −

√
3

∣∣∣∣∣ .
2. n ̸= 0, 1とする．部分積分法を用いて計算すると，

In =

∫
sinn x dx =

∫
sinn−1 x sinx dx = −

∫
sinn−1 x(cosx)′ dx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x cos2 x dx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x(1− sin2 x) dx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x dx− (n− 1)

∫
sinn x dx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)In−2 − (n− 1)In

となる．よって，漸化式

In =
1

n

{
−(sinx)n−1 cosx+ (n− 1)In−2

}
(n ̸= 0, 1) (∗)

を得る．
n = 1のときは，

I1 =

∫
sinx dx = − cosx.

一方，(*)で n = 1とおくと，

I1 =
1

1

{
−(sinx)0 cosx+ (1− 1)I−1

}
= − cosx.

よって，(*)は n = 1のときも成り立つ．以上より，漸化式 (*)は 0以外のすべての整数 nで成り
立つ．
次に，(*)に n = 2, 4を代入すると，

I2 = − 1

2
sinx cosx+

1

2
I0， I4 = − 1

4
sin3 x cosx+

3

4
I2.

さらに，I0の定義より，
I0 =

∫
(sinx)0 dx =

∫
dx = x.

以上より， ∫
sin4 x dx = I4 = − 1

4
sin3 x cosx+

3

4

(
− 1

2
sinx cosx+

x

2

)
=

1

8

{
−2 sin3 x cosx− 3 sinx cosx+ 3x

}
= − 1

4
sin3 x cosx− 3

8
sinx cosx+

3

8
x.

また，(*)に n = −2を代入すると，

I−2 =
1

2
· cosx

sin3 x
+

3

2
I−4.
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さらに，I−2の定義より，
I−2 =

∫
1

sin2 x
dx = − 1

tanx
.

よって ∫
dx

sin4 x
= I−4 =

2

3

(
− 1

2

cosx

sin3 x
+ I−2

)
= − cosx

3 sin3 x
− 2

3 tanx

= − cosx

3 sin3 x
(1 + 2 sin2 x).

3. (1)

∫ e2

1

log x+ 1

x
dx =

[
1

2
(log x+ 1)2

]e2
1

=
1

2
(9− 1) = 4.

(2)
√
x+ 1 = tとおくと，x+ 1 = t2，dx = 2tdt．また，xが 0から 1まで動くとき，tは 1から√

2まで動く．よって∫ 1

0
x
√
x+ 1 dx =

∫ √
2

1

(
t2 − 1

)
· t · (2t dt) = 2

∫ √
2

1

(
t4 − t2

)
dt

= 2

[
t5

5
− t3

3

]√2

1

=
2

5

(
4
√
2− 1

)
− 2

3

(
2
√
2− 1

)
=

4

15

(
1 +

√
2
)
.

別解.

∫
x
√
x+ 1 dx =

∫
{(x+ 1)− 1}

√
x+ 1 dx =

∫ {
(x+ 1)

3
2 − (x+ 1)

1
2

}
dx

=
2

5
(x+ 1)

5
2 − 2

3
(x+ 1)

3
2 .

よって ∫ 1

0
x
√
x+ 1 dx =

[
2

5
(x+ 1)

5
2 − 2

3
(x+ 1)

3
2

]1
0

=
8
√
2

5
− 4

√
2

3
− 2

5
+

2

3

=
4

15

(
1 +

√
2
)
.

(3)
√
x+ 1 = tとおくと，x+ 1 = t2，dx = 2tdt．また，xが 0から 1まで動くとき，tは 1から√

2まで動く．よって∫ 1

0

x2√
x+ 1

dx =

∫ √
2

1

(
t2 − 1

)2
t

· 2t dt = 2

∫ √
2

1

(
t4 − 2t2 + 1

)
dt

= 2

[
t5

5
− 2

3
t3 + t

]√2

1

=
2

5

(
4
√
2− 1

)
− 4

3

(
2
√
2− 1

)
+ 2

(√
2− 1

)
=

2

15

(
7
√
2− 8

)
.

別解.

∫
x2√
x+ 1

dx =

∫
(x+ 1)2 − 2(x+ 1) + 1√

x+ 1
dx

=

∫ {
(x+ 1)

3
2 − 2(x+ 1)

1
2 + (x+ 1)−

1
2

}
dx

=
2

5
(x+ 1)

5
2 − 4

3
(x+ 1)

3
2 + 2(x+ 1)

1
2 .
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これより ∫ 1

0

x2√
x+ 1

dx =

[
2

5
(x+ 1)

5
2 − 4

3
(x+ 1)

3
2 + 2(x+ 1)

1
2

]1
0

=
8
√
2

5
− 8

√
2

3
+ 2

√
2− 2

5
+

4

3
− 2

=
14
√
2

15
− 16

15
=

2

15

(
7
√
2− 8

)
.

(4)

∫ 2

0
x
√
4− x2 dx = − 1

2

∫ 2

0
(4− x2)′(4− x2)

1
2 dx = − 1

2

[
2

3
(4− x2)

3
2

]2
0

=
8

3
.

(5)

∫ 1

0

dx

x2 + x+ 1
=

∫ 1

0

dx(
x+ 1

2

)2
+
(√

3
2

)2 =

[
2√
3
tan−1 2x+ 1√

3

]1
0

=
2√
3

(
tan−1

√
3− tan−1 1√

3

)
=

2√
3

( π

3
− π

6

)
=

√
3

9
π.

(6)

∫ 2

1

dx√
x+ 1−

√
x− 1

=
1

2

∫ 2

1

(√
x+ 1 +

√
x− 1

)
dx

=
1

2

[
2

3
(x+ 1)

3
2 +

2

3
(x− 1)

3
2

]2
1

=
√
3− 2

3

√
2 +

1

3
.

(7) x = tan θとおくと，dx =
dθ

cos2 θ
．また，xが 0から 1まで動くとき，θは 0から π

4
まで動

く．よって ∫ 1

0

x2

(x2 + 1)3
dx =

∫ π
4

0

tan2 θ

(tan2 θ + 1)2
· dθ

cos2 θ
=

∫ π
4

0
sin2 θ cos2 θ dθ.

ゆえに
sin2 θ cos2 θ =

1

4
sin2 2θ =

1

4
· 1− cos 4θ

2
=

1

8
(1− cos 4θ)

より， ∫ 1

0

x2

(x2 + 1)3
dx =

1

8

∫ π
4

0
(1− cos 4θ) dθ =

1

8

[
θ − 1

4
sin 4θ

]π
4

0

=
π

32
.

別解.
x2

(x2 + 1)3
=

(x2 + 1)− 1

(x2 + 1)3
=

1

(x2 + 1)2
− 1

(x2 + 1)3
と部分分数分解できるので，

∫
x2

(x2 + 1)3
dx =

∫
dx

(x2 + 1)2
−
∫

dx

(x2 + 1)3
.

ここで， ∫
dx

x2 + 1
=

x

x2 + 1
+

∫
2x2

(x2 + 1)2
dx =

x

x2 + 1
+ 2

∫
(x2 + 1)− 1

(x2 + 1)2
dx

=
x

x2 + 1
+ 2

∫
dx

x2 + 1
− 2

∫
dx

(x2 + 1)2

より ∫
dx

(x2 + 1)2
=

1

2

(
x

x2 + 1
+

∫
dx

x2 + 1

)
=

1

2

(
x

x2 + 1
+ tan−1 x

)
.
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また ∫
dx

(x2 + 1)2
=

x

(x2 + 1)2
+

∫
4x2

(x2 + 1)3
dx =

x

(x2 + 1)2
+ 4

∫
(x2 + 1)− 1

(x2 + 1)3
dx

=
x

(x2 + 1)2
+ 4

∫
dx

(x2 + 1)2
− 4

∫
dx

(x2 + 1)3

より ∫
dx

(x2 + 1)3
=

1

4

{
x

(x2 + 1)2
+ 3

∫
dx

(x2 + 1)2

}
=

x

4(x2 + 1)2
+

3

8

(
x

x2 + 1
+ tan−1 x

)
.

ゆえに ∫
x2

(x2 + 1)3
dx =

1

2

(
x

x2 + 1
+ tan−1 x

)
− x

4(x2 + 1)2
− 3

8

(
x

x2 + 1
+ tan−1 x

)
=

1

8

(
x

x2 + 1
+ tan−1 x

)
− x

4(x2 + 1)2
.

よって ∫ 1

0

x2

(x2 + 1)3
dx =

[
1

8

(
x

x2 + 1
+ tan−1 x

)
− x

4(x2 + 1)2

]1
0

=
1

8
tan−1 1 =

1

8
· π

4
=

π

32
.

(8)
√
x2 + x+ 1 = t− xとおくと，

x =
t2 − 1

2t+ 1
，
√
x2 + x+ 1 =

t2 + t+ 1

2t+ 1
， dx =

2(t2 + t+ 1)

(2t+ 1)2
dt.

また，xが 1から 2まで動くとき，tは 1 +
√
3から 2 +

√
7まで動く．よって∫ 2

1

dx

x
√
x2 + x+ 1

=

∫ 2+
√
7

1+
√
3

1

t2 − 1

2t+ 1
· t

2 + t+ 1

2t+ 1

· 2(t
2 + t+ 1)

(2t+ 1)2
dt

=

∫ 2+
√
7

1+
√
3

2

t2 − 1
dt =

[
log

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣ ]2+
√
7

1+
√
3

= log
1 +

√
7

3 +
√
7
− log

√
3

2 +
√
3
.

(9) log x = tとおくと，dx

x
= dt，x = et．また，xが 1から eまで動くとき，tは 0から 1まで

動く．そこで，I :=

∫ e

1
cos(log x) dxとおくと，

I =

∫ 1

0
et cos t dt =

[
et sin t

]1
0
−
∫ 1

0
et sin t dt

= e sin 1−
{[

et(− cos t)
]1
0
−
∫ 1

0
et(− cos t) dt

}
= e(sin 1 + cos 1)− 1− I.
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ゆえに，I =
e

2
(sin 1 + cos 1)− 1

2
．

別解. 部分積分すると∫
cos(log x) dx = x cos(log x) +

∫
sin(log x) dx

= x cos(log x) + x sin(log x)−
∫

cos(log x) dx.

よって ∫
cos(log x) dx =

x

2

{
cos(log x) + sin(log x)

}
.

ゆえに ∫ e

1
cos(log x) dx =

[
x

2
{cos(log x) + sin(log x)}

]e
1

=
e

2
(cos 1 + sin 1)− 1

2
.

(10)

∫
x2 tan−1 x dx =

x3

3
tan−1 x− 1

3

∫
x3

x2 + 1
dx

=
x3

3
tan−1 x− 1

3

∫ (
x− x

x2 + 1

)
dx

=
x3

3
tan−1 x− x2

6
+

1

6
log(x2 + 1).

よって ∫ 1

0
x2 tan−1 x dx =

[
x3

3
tan−1 x− x2

6
+

1

6
log(x2 + 1 )

]1
0

=
π

12
+

1

6
(log 2− 1)

(11) tan
x

2
= tとおくと，sinx =

2t

1 + t2
，dx =

2dt

1 + t2
．また，xが 0から π

3
まで動くとき，t

は 0から 1√
3
まで動く．よって

∫ π
3

0

dx

1 + sinx
=

∫ 1√
3

0

1

1 + 2t
1+t2

· 2

1 + t2
dt = 2

∫ 1√
3

0

dt

(t+ 1)2

= 2

[
− 1

t+ 1

] 1√
3

0

=
√
3− 1

別解.

∫ π
3

0

dx

1 + sinx
=

∫ π
3

0

1− sinx

cos2 x
dx =

[
tanx− 1

cosx

]π
3

0

=
√
3− 1.

(12) 部分積分法より，∫ π
2

0
x2 cosx dx =

[
x2 sinx

]π
2

0
− 2

∫ π
2

0
x sinx dx

=
π2

4
− 2

{[
x(− cosx)

]π
2

0
+

∫ π
2

0
cosx dx

}

=
π2

4
− 2
[
sinx

]π
2

0
=

π2

4
− 2.

(13) 部分積分法より，∫
dx

x2 + 3
=

x

x2 + 3
+

∫
2x2

(x2 + 3)2
dx =

x

x2 + 3
+ 2

∫
(x2 + 3)− 3

(x2 + 3)2
dx
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=
x

x2 + 3
+ 2

∫
dx

x2 + 3
− 6

∫
dx

(x2 + 3)2
.

よって ∫
dx

(x2 + 3)2
=

1

6

(
x

x2 + 3
+

∫
dx

x2 + 3

)
=

1

6

(
x

x2 + 3
+

1√
3
tan−1 x√

3

)
.

ゆえに ∫ 3

0

dx

(x2 + 3)2
=

[
1

6

(
x

x2 + 3
+

1√
3
tan−1 x√

3

)]3
0

=

√
3

54
π +

1

24
.

(14) tan
x

2
= tとおくと，sinx =

2t

t2 + 1
，dx =

2

t2 + 1
dt，4 + 5 sinx =

2(2t2 + 5t+ 2)

t2 + 1
．ま

た，xが 0から π

2
まで動くとき，tは 0から 1まで動く．よって

∫ π
2

0

dx

4 + 5 sinx
=

∫ 1

0

dt

2t2 + 5t+ 2
=

1

3

∫ 1

0

(
2

2t+ 1
− 1

t+ 2

)
dt

=
1

3

[
log

(
t+

1

2

)]1
0

− 1

3

[
log(t+ 2)

]1
0

=
1

3
log 2.

(15) cosx = t とおくと，sinx dx = −dt， 1

3 + tan2 x
=

cos2 x

3 cos2 x+ sin2 x
=

cos2 x

2 cos2 x+ 1
=

t2

2t2 + 1
．また，xが 0から π

3
まで動くとき，tは 1から 1

2
まで動く．よって

∫ π
3

0

sinx

3 + tan2 x
dx = −

∫ 1
2

1

t2

2t2 + 1
dt = −

∫ 1
2

0

t2 + 1
2 − 1

2

2t2 + 1
dt

− 1

2

∫ 1
2

1
dt+

1

4

∫ 1
2

1

dt

t2 + 1
2

= − 1

2

[
t
] 1

2

1
+

1

4

[√
2 tan−1

√
2t
] 1

2

1

=
1

4
+

√
2

4

(
tan−1 1√

2
− tan−1

√
2

)
.

4. (1) f(x) =
1√
1 + x

は [0, 1]で連続なので積分可能．よって，区分求積公式より，

lim
n→∞

1√
n

n∑
i=1

1√
n+ i

= lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

1√
1 + i

n

=

∫ 1

0

dx√
1 + x

=
[
2
√
1 + x

]1
0
= 2

(√
2− 1

)
.

(2) f(x) = 2xは [0, 1]で連続なので積分可能．よって，区分求積公式より，

lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

2
i
n =

∫ 1

0
2x dx =

[
2x

log 2

]1
0

=
1

log 2
.

(3) f(x) =
√
1− x2は [0, 1]で連続なので積分可能．よって，区分求積公式より，

lim
n→∞

n∑
i=1

√
n2 − i2

n2
= lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

√
1− i2

n2
=

∫ 1

0

√
1− x2 dx
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=
1

2

[
x
√
1− x2 + sin−1 x

]1
0
=

1

2
sin−1 1 =

π

4
.

(4) f(x) =
1

1 + x2
は [0, 1]で連続なので積分可能．よって，区分求積公式より，

lim
n→∞

n−1∑
i=0

n

n2 + i2
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
i=0

1

1 + i2

n2

=

∫ 1

0

dx

1 + x2

=
[
tan−1 x

]1
0
= tan−1 1 =

π

4
.

(5) Sn :=

{(
1 +

12

n2

)(
1 +

22

n2

)
. . .

(
1 +

n2

n2

)} 1
n

とおくと，

logSn =
1

n

{
log

(
1 +

12

n2

)
+ log

(
1 +

22

n2

)
+ · · ·+ log

(
1 +

n2

n2

)}
=

1

n

n∑
i=1

log

(
1 +

i2

n2

)
.

ここで，f(x) = log(1 + x2)は [0, 1]で連続なので積分可能．よって，区分求積公式より，

lim
n→∞

logSn = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

log

(
1 +

i2

n2

)
=

∫ 1

0
log(1 + x2) dx

=
[
x log(1 + x2)− 2x+ 2 tan−1 x

]1
0
= log 2− 2 +

π

2
.

ゆえに
lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

elogSn = elog 2−2+ π
2 = 2e

π
2
−2.

5. (1) 加法定理より，

sinmx cosnx =
1

2

{
sin(m+ n)x+ sin(m− n)x

}
.

• m ̸= nのとき:∫ 2π

0
sinmx cosnx dx =

1

2

∫ 2π

0

{
sin(m+ n)x+ sin(m− n)x

}
dx

=
1

2

[
− 1

m+ n
cos(m+ n)x− 1

m− n
cos(m− n)x

]2π
0

= 0.

• m = nのとき:∫ 2π

0
sinmx cosnx dx =

1

2

∫ 2π

0
sin 2mxdx =

1

2

[
− 1

2m
cos 2mx

]2π
0

= 0.

(2) 加法定理より，

sinmx sinnx =
1

2

{
− cos(m+ n)x+ cos(m− n)x

}
cosmx cosnx =

1

2

{
cos(m+ n)x+ cos(m− n)x

}
.
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• m ̸= nのとき:∫ 2π

0
sinmx sinnx dx =

1

2

∫ 2π

0

{
− cos(m+ n)x+ cos(m− n)x

}
dx

=
1

2

[
− 1

m+ n
sin(m+ n)x+

1

m− n
sin(m− n)x

]2π
0

= 0.

∫ 2π

0
cosmx cosnx dx =

1

2

∫ 2π

0

{
cos(m+ n)x+ cos(m− n)x

}
dx

=
1

2

[
1

m+ n
sin(m+ n)x+

1

m− n
sin(m− n)x

]2π
0

= 0.

• m = nのとき∫ 2π

0
sinmx sinnx dx =

1

2

∫ 2π

0
(− cos 2mx+ 1) dx =

1

2

[
− 1

2m
sin 2mx+ x

]2π
0

= π.

∫ 2π

0
cosmx cosnx dx =

1

2

∫ 2π

0
(cos 2mx+ 1) dx =

1

2

[
1

2m
sin 2mx+ x

]2π
0

= π.

6. (1) 部分積分法より，

I(m,n) =

[
− 1

n+ 1
xm(1− x)n+1

]1
0

+
m

n+ 1

∫ 1

0
xm−1(1− x)n+1 dx

=
m

n+ 1
I(m− 1, n+ 1).

(2) (1)を繰り返し用いると，

I(m,n) =
m

n+ 1
I(m− 1, n+ 1) =

m(m− 1)

(n+ 1)(n+ 2)
I(m− 2, n+ 2)

=
m(m− 1) · · · 2

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+m− 1)
I(1, n+m− 1)

=
m!

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+m− 1)
I(1, n+m− 1).

ここで

I(1, n+m− 1) =

∫ 1

0
x(1− x)n+m−1 dx

=

[
− 1

n+m
x(1− x)n+m

]1
0

+
1

n+m

∫ 1

0
(1− x)n+m dx

=
1

n+m

[
− 1

n+m+ 1
(1− x)n+m+1

]1
0

=
1

(n+m)(n+m+ 1)

なので，

I(m,n) =
m!

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+m− 1)
I(1, n+m− 1)
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=
m!

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+m− 1)
· 1

(n+m)(n+m+ 1)

=
m!

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+m+ 1)
=

m!n!

(m+ n+ 1)!
.

7. 微分積分学の基本定理より，M(x)は (a, b]で微分可能で，

M ′(x) = − 1

(x− a)2

∫ x

a
f(t)dt+

f(x)

x− a
.

任意に x ∈ (a, b]を固定．積分の平均値の定理より，c ∈ (a, x)が存在して，∫ x

a
f(t)dt = f(c)(x− a)

よって，
M ′(x) = − 1

x− a
f(c) +

f(x)

x− a
=

1

x− a
{f(x)− f(c)}

を得る．上式において，

• f(x)が狭義単調増加ならば f(x) > f(c)．よってM ′(x) > 0．

• f(x)が狭義単調減少ならば f(x) < f(c)．よってM ′(x) < 0．

以上より，M(x)は (a, b]で狭義単調増加 (減少)である．
8. x = π − tとおくと，dx = −dt．また，xが 0から πまで動くとき，tは πから 0まで動く．
よって ∫ π

0
xf(sinx) dx =

∫ 0

π
(π − t)f(sin(π − t)) (−dt) =

∫ π

0
(π − t)f(sin t) dt

= π

∫ π

0
f(sin t) dt−

∫ π

0
tf(sin t) dt

= π

∫ π

0
f(sinx) dx−

∫ π

0
xf(sinx) dx.

ゆえに ∫ π

0
xf(sinx) dx =

π

2

∫ π

0
f(sinx) dx.

9. すべての x ∈ [a, b]で f(x) = 0のときは，シュワルツの不等式の左辺も右辺も 0となり成り立
つ．よって以下では，[a, b]内の少なくとも 1点で f(x)の値は 0ではないと仮定する．このとき，
定理 3.6の (4)より ∫ b

a
f(x)2dx > 0

となる．
さて，tは実数とする．このとき，任意の x ∈ [a, b]に対して，

0 ≦ {tf(x) + g(x)}2 = f(x)2t2 + 2f(x)g(x)t+ g(x)2

なので，両辺を xで aから bまで積分すると，

t2
∫ b

a
f(x)2dx+ 2t

∫ b

a
f(x)g(x)dx+

∫ b

a
g(x)2dx ≧ 0
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となる．上式はすべての実数 tに対して成り立つので，

D/4 =

(∫ b

a
f(x)g(x)dx

)2

−
∫ b

a
f(x)2dx ·

∫ b

a
g(x)2dx ≦ 0

となり，シュワルツの不等式を得る．
10. 任意の x ∈ [0, 1]に対して 1 ≦ 1 + xp ≦ 1 + x2なので，

1√
1 + x2

≦ 1√
1 + xp

≦ 1

となる．上の不等式に x =
1

2
を代入すると，0 <

(
1

2

)p

<

(
1

2

)2

より，

1√
1 +

(
1
2

)2 <
1√

1 +
(
1
2

)p < 1

である．よって，定理 3.6の (4)より，∫ 1

0

dx√
1 + x2

<

∫ 1

0

dx√
1 + xp

<

∫ 1

0
dx

となるが， ∫ 1

0

dx√
1 + x2

=

[
log
∣∣∣x+

√
x2 + 1

∣∣∣]1
0

= log
(
1 +

√
2
)

なので，示すべき不等式を得る．
11. (1) f(x) =

x√
1− x2

は [0, 1)で連続なので，

∫ 1

0

x√
1− x2

dx = lim
β→1−0

∫ β

0

x√
1− x2

dx = lim
β→1−0

[
−
√

1− x2
]β
0

= lim
β→1−0

(
1−

√
1− β2

)
= 1.

(2) f(x) =

√
1 + x

1− x
は [−1, 1)で連続なので，

∫ 1

−1

√
1 + x

1− x
dx = lim

β→1−0

∫ β

−1

√
1 + x

1− x
dx.

ここで，
√

1 + x

1− x
= tとおくと，x =

t2 − 1

t2 + 1
，dx =

4t

(t2 + 1)2
dt．よって

∫ √
1 + x

1− x
dx =

∫
4t2

(t2 + 1)2
dt = 4

∫
(t2 + 1)− 1

(t2 + 1)2
dt

= 4

∫
dt

t2 + 1
− 4

∫
dt

(t2 + 1)2

= 4 tan−1 t− 2t

t2 + 1
− 2 tan−1 t

= 2 tan−1

√
1 + x

1− x
−
√
1− x2.
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ゆえに ∫ 1

−1

√
1 + x

1− x
dx = lim

β→1−0

[
2 tan−1

√
1 + x

1− x
−
√
1− x2

]β
−1

= lim
β→1−0

(
2 tan−1

√
1 + β

1− β
−
√
1− β2

)
= 2 · π

2
= π.

(3) f(x) =
cosx

x
− sinx

x2
は (0, π]で連続なので，

∫ π

0

(
cosx

x
− sinx

x2

)
dx = lim

α→+0

∫ π

α

(
cosx

x
− sinx

x2

)
dx

= lim
α→+0

∫ π

α

(
sinx

x

)′
dx = lim

α→+0

[
sinx

x

]π
α

= − lim
α→+0

sinα

α
= −1.

(4) f(x) =
log x√

x
は (0, 1]で連続なので，

I :=

∫ 1

0

log x√
x

dx = lim
α→+0

∫ 1

α

log x√
x

dx.

ここで，∫
log x√

x
dx = 2

√
x log x−

∫
2
√
x · 1

x
dx = 2

√
x log x− 2

∫
dx√
x
= 2

√
x log x− 4

√
x

である．よって，

I = lim
α→+0

[
2
√
x log x− 4

√
x
]1
α

= lim
α→+0

(
−4− 2

√
α logα+ 4

√
α
)

= −4− 2 lim
α→+0

√
α logα

ロピタルの定理より，

lim
α→+0

√
α logα = lim

α→+0

logα

α− 1
2

= lim
α→+0

1
α

− 1
2 α

− 3
2

= −2 lim
α→+0

√
α = 0

なので，I = −4となる．
(5) f(x) =

1√
x(3− x)

は (0, 3)で連続なので，

∫ 3

0

dx√
x(3− x)

=

∫ 1

0

dx√
x(3− x)

+

∫ 3

1

dx√
x(3− x)

.

ここで，
√

x

3− x
= t (0 < x < 3)とおくと，

x =
3t2

t2 + 1
， dx =

6t

(t2 + 1)2
dt， 1√

x(3− x)
=

1

x

√
x

3− x
=

t(t2 + 1)

3t2
.
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よって∫
dx√

x(3− x)
=

∫
t(t2 + 1)

3t2
· 6t

(t2 + 1)2
dt = 2

∫
dt

t2 + 1
= 2 tan−1 t = 2 tan−1

√
x

3− x
.

ゆえに ∫ 1

0

dx√
x(3− x)

= lim
α→+0

∫ 1

α

dx√
x(3− x)

= lim
α→+0

[
2 tan−1

√
x

3− x

]1
α

= lim
α→+0

2

(
tan−1 1√

2
− tan−1

√
α

3− α

)
= 2 tan−1 1√

2
.

同様に ∫ β

1

dx√
x(3− x)

= lim
β→3−0

∫ β

1

dx√
x(3− x)

= lim
β→3−0

[
2 tan−1

√
x

3− x

]β
1

= lim
β→3−0

2

(
tan−1

√
β

3− β
− tan−1 1√

2

)

= 2

(
π

2
− tan−1 1√

2

)
= π − 2 tan−1 1√

2
.

以上より， ∫ 3

0

dx√
x(3− x)

= 2 tan−1 1√
2
+ π − 2 tan−1 1√

2
= π.

(6) f(x) =
cosx√
sinx

は
(
0,

π

2

]
で連続なので，

∫ π
2

0

cosx√
sinx

dx = lim
α→+0

∫ π
2

α

cosx√
sinx

dx = lim
α→+0

[
2
√
sinx

]π
2

α

= lim
α→+0

2
(
1−

√
sinα

)
= 2.

(7) 部分積分を 2回繰り返せば，∫
x2e−x dx = −x2e−x + 2

∫
xe−x dx = −x2e−x − 2xe−x + 2

∫
e−x dx

= −(x2 + 2x+ 2)e−x.

f(x) = x2e−xは [0,∞)で連続なので，∫ ∞

0
x2e−x dx = lim

β→∞

∫ β

0
x2e−x dx = lim

β→∞

[
−(x2 + 2x+ 2)e−x

]β
0

= lim
β→∞

{
2− (β2 + 2β + 2)e−β

}
= 2.

(8) f(x) =
1

1 + x2
は (−∞,∞)で連続なので，∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
=

∫ 0

−∞

dx

1 + x2
+

∫ ∞

0

dx

1 + x2

である．ここで∫ ∞

0

dx

1 + x2
= lim

β→∞

∫ β

0

dx

1 + x2
= lim

β→∞

[
tan−1 x

]β
0
= lim

β→∞
tan−1 β =

π

2
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∫ 0

−∞

dx

1 + x2
= lim

α→−∞

∫ 0

α

dx

1 + x2
= lim

α→−∞

[
tan−1 x

]0
α
= − lim

α→−∞
tan−1 α =

π

2
.

なので，
∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
=

π

2
+

π

2
= π．

(9) f(x) =
x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
は [0,∞)で連続なので，

∫ ∞

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx = lim

β→∞

∫ β

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx.

ここで
x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
=

Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

x2 + 4

とおくと，
x2 = (A+ C)x3 + (B +D)x2 + (4A+ C)x+ 4B +D.

両辺の係数を比較すると，A+C = 0，B+D = 1，4A+C = 0，4B+D = 0．よって，A = C = 0，
B = − 1

3
，D =

4

3
．ゆえに

∫ ∞

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx = lim

β→∞

1

3

∫ β

0

(
− 1

x2 + 1
+

4

x2 + 4

)
dx

= lim
β→∞

1

3

[
− tan−1 x+ 2 tan−1 x

2

]β
0

= lim
β→∞

1

3

(
− tan−1 β + 2 tan−1 β

2

)
=

1

3

(
− π

2
+ 2 · π

2

)
=

π

6
.

参考. x2 = X とおいて，与式を部分分数に分解すると，
x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
=

X

(X + 1)(X + 4)
=

1

3

(
4

X + 4
− 1

X + 1

)
=

1

3

(
4

x2 + 4
− 1

x2 + 1

)
．

(10) ex = tとおくと，ex dx = dt．よって∫
dx

ex + 4e−x + 5
=

∫
1

t+ 4
t + 5

· dt
t

=

∫
dt

t2 + 5t+ 4

=
1

3

∫ (
1

t+ 1
− 1

t+ 4

)
dt =

1

3
log

∣∣∣∣ t+ 1

t+ 4

∣∣∣∣
=

1

3
log

ex + 1

ex + 4
.

ここで，f(x) =
1

ex + 4e−x + 5
は [0,∞)で連続なので，

∫ ∞

0

dx

ex + 4e−x + 5
= lim

β→∞

∫ β

0

dx

ex + 4e−x + 5
= lim

β→∞

[
1

3
log

ex + 1

ex + 4

]β
0

=
1

3
lim
β→∞

(
log

eβ + 1

eβ + 4
− log

2

5

)
= − 1

3
log

2

5
.
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(11) x+
√
x2 + 1 = tとおくと，x =

t2 − 1

2t
，dx =

t2 + 1

2t2
dt．よって

∫
dx

(x+
√
x2 + 1)2

=

∫
1

t2
· t

2 + 1

2t
dt =

1

2

∫
t2 + 1

t4
dt

=
1

2

∫ (
t−2 + t−4

)
dt =

1

2

(
−t−1 − 1

3
t−3

)
= − 1

2
· 1

x+
√
x2 + 1

− 1

3
· 1

(x+
√
x2 + 1)3

.

ここで，f(x) =
1

(x+
√
x2 + 1)2

は [0,∞)で連続なので，

∫ ∞

0

dx

(x+
√
x2 + 1)2

= lim
β→∞

∫ β

0

dx

(x+
√
x2 + 1)2

= lim
β→∞

[
− 1

2
· 1

x+
√
x2 + 1

− 1

3
· 1

(x+
√
x2 + 1)3

]β
0

= lim
β→∞

{
− 1

2
· 1

β +
√
β2 + 1

− 1

3
· 1

(β +
√
β2 + 1)3

+
1

2
+

1

6

}

=
2

3
.

(12) f(x) =
(
x−

√
x2 − 1

)4
は [1,∞)で連続なので，

∫ ∞

1

(
x−

√
x2 − 1

)4
dx = lim

β→∞

∫ β

1

(
x−

√
x2 − 1

)4
dx.

ここで，x−
√
x2 − 1 = tとおくと，x =

t2 + 1

2t
，dx =

t2 − 1

2t2
dt．よって

∫ (
x−

√
x2 − 1

)4
dx =

∫
t4 · t

2 − 1

2t2
dt =

1

2

∫
(t4 − t2) dt =

1

2

(
t5

5
− t3

3

)
=

1

10

(
x−

√
x2 − 1

)5
− 1

6

(
x−

√
x2 − 1

)3
.

ゆえに∫ ∞

1

(
x−

√
x2 − 1

)4
dx = lim

β→∞

[
1

10

(
x−

√
x2 − 1

)5
− 1

6

(
x−

√
x2 − 1

)3]β
1

= lim
β→∞

{
1

10

(
β −

√
β2 − 1

)5
− 1

6

(
β −

√
β2 − 1

)3
+

1

15

}

= lim
β→∞

{
1

10
· 1

(β +
√
β2 − 1)5

− 1

6
· 1

(β +
√
β2 − 1)3

}
+

1

15

=
1

15
.

12. (1) f(x) = xp−1 log xは (0, 1]で連続なので，∫ 1

0
xp−1 log x dx = lim

α→+0

∫ 1

α
xp−1 log x dx
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である．ここで，部分積分法より，∫
xp−1 log x dx =

xp

p
log x−

∫
xp

p

1

x
dx =

xp

p
log x− 1

p

∫
xp−1 dx

=
xp

p
log x− 1

p2
xp.

よって，

I =

∫ 1

0
xp−1 log x dx = lim

α→+0

[
1

p
xp log x− 1

p2
xp
]1
α

= lim
α→+0

(
− 1

p2
− 1

p
αp logα+

1

p2
αp

)
= − 1

p2
− 1

p
lim

α→+0
αp logα.

ロピタルの定理より，

lim
α→+0

αp logα = lim
α→+0

logα

α−p
= lim

α→+0

1
α

−pα−p−1
= − 1

p
lim

α→+0
αp = 0

なので，I = − 1

p2
となる．

(2) f(x) =
1√

(b− x)(x− a)
は (a, b)で連続なので，

∫ b

a

dx√
(b− x)(x− a)

= lim
α→a−0

(
lim

β→b−0

∫ β

α

dx√
(b− x)(x− a)

)

である．ここで，
√

b− x

x− a
= tとおくと，

x =
at2 + b

t2 + 1
， x− a =

b− a

t2 + 1
， dx = − 2(b− a)t

(t2 + 1)2
dt

なので， ∫
dx√

(b− x)(x− a)
=

∫
dx

(x− a)

√
b− x

x− a

= −
∫

t2 + 1

(b− a)t
· 2(b− a)t

(t2 + 1)2
dt

= −2

∫
dx

t2 + 1
= −2 tan−1 t = −2 tan−1

√
b− x

x− a
.

を得る．よって，∫ b

a

dx√
(b− x)(x− a)

= lim
α→a−0

 lim
β→b−0

[
−2 tan−1

√
b− x

x− a

]β
α


= lim

α→a−0
2 tan−1

√
b− α

α− a
− lim

β→b−0
2 tan−1

√
b− β

β − a
= π.

別解. f(x) =
1√

(b− x)(x− a)
は (a, b)で連続なので，

∫ b

a

dx√
(b− x)(x− a)

=

∫ b

a

dx√(
b− a

2

)2

−
(
x− a+ b

2

)2
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= lim
α→a−0

 lim
β→b−0

∫ β

α

dx√(
b− a

2

)2

−
(
x− a+ b

2

)2


= lim

α→a−0

(
lim

β→b−0

[
sin−1 2x− (a+ b)

b− a

]β
α

)

= lim
β→b−0

sin−1 2β − (a+ b)

b− a
− lim

α→a−0
sin−1 2α− (a+ b)

b− a

=
π

2
+

π

2
= π.

(3) f(θ) = 1− 2r cos θ + r2とおくと，

f(θ) = sin2 θ + cos2 θ − 2r cos θ + r2 = sin2 θ + (r − cos θ)2

なので，f(θ) = 0 ⇐⇒ sin θ = 0かつ r = cos θ．このとき，r = cos θ = ±1となり，−1 < r < 1

に反する．よって，
1

f(θ)
=

1

1− 2r cos θ + r2

は [0, 2π]で連続なので，積分可能である．また，f(π − θ) = f(π + θ)なので，1/f(θ)は θ = πに
関して対称．ゆえに，

I =

∫ 2π

0

dθ

f(θ)
= 2

∫ π

0

dθ

f(θ)
= 2

∫ π

0

dθ

1− 2r cos θ + r2

となる．ここで，tan
θ

2
= t (−π < θ < π)とおくと，dθ =

2dt

1 + t2
，cos θ =

1− t2

1 + t2
なので，∫

dθ

1− 2r cos θ + r2
= 2

∫
dt

(1 + r)2t2 + (1− r)2
=

2

(1 + r)2

∫
dt

t2 +
(
1−r
1+r

)2
=

2

1− r2
tan−1 (1 + r)t

1− r
=

2

1− r2
tan−1 (1 + r) tan θ

2

1− r

となる．よって，0 < β < πを満たす任意の βに対して，θが 0から β まで動くとき，tは 0から
tan

β

2
まで動くので，置換積分法より，

∫ β

0

dθ

1− 2p cos θ + p2
=

[
2

1− r2
tan−1 (1 + r) tan θ

2

1− r

]β
0

=
2

1− r2
tan−1 (1 + r) tan β

2

1− r

を得る．ゆえに，微分積分学の基本定理より，

I = 2 lim
β→π−0

∫ β

0

dθ

1− 2r cos θ + r2
=

4

1− r2
lim

β→π−0
tan−1 (1 + r) tan β

2

1− r

=
4

1− r2
· π

2
=

2π

1− r2
.

13. (1) 0 < x <
π

2
のとき，0 < sinx < 1．よって，sin2n+1 x < sin2n x < sin2n−1 x．ゆえに，

定理 3.6の (4)より，(1)の不等式が成り立つ．
(2) 例 3.2.8を用いて，(1)の不等式を書き直すと，

2 · 4 · · · · · (2n)
1 · 3 · · · · · (2n+ 1)

<
1 · 3 · · · · · (2n− 1)

2 · 4 · · · · · (2n)
· π

2
<

2 · 4 · · · · · (2n− 2)

1 · 3 · · · · · (2n− 1)
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となる．上式のすべての項に
2 · 4 · · · · · (2n)

1 · 3 · · · · · (2n− 1)

を掛けると，(2)の不等式を得る．
(3) (2)の不等式を変形すると，

2n

2n+ 1
<

π

1

n

{
2 · 4 · · · · · (2n)

1 · 3 · · · · · (2n− 1)

}2 < 1

となる．よって，n → ∞とすると， 2n

2n+ 1
→ 1より，

π = lim
n→∞

1

n

{
2 · 4 · · · · · (2n)

1 · 3 · · · · · (2n− 1)

}2

を得る．ゆえに，
√
π = lim

n→∞

1√
n

2 · 4 · · · · · (2n)
1 · 3 · · · · · (2n− 1)

= lim
n→∞

1√
n

{2 · 4 · · · · · (2n)}2

(2n)!
= lim

n→∞

22n (n!)2√
n (2n)!

.

14. 以下では，求める面積を Sで表す．
(1) 2曲線 y = sinxと y = cos 2xの 0 ≦ x ≦ πでの交点の x座標は x =

π

6
,
5π

6
．よって，図形

の対称性より，

S = 2

{∫ π
6

0
(cos 2x− sinx) dx+

∫ π
2

π
6

(sinx− cos 2x) dx

}

= 2

{[
sin 2x

2
+ cosx

]π
6

0

+

[
− cosx− sin 2x

2

]π
2

π
6

}

= 2

{(
3

4

√
3− 1

)
+

3

4

√
3

)
= 3

√
3− 2.

(2) 2曲線 y = x2と√
x+

√
y = 2の 0 ≦ x ≦ 4での交点の x座標は x = 1．よって

S =

∫ 1

0

{(
2−

√
x
)2 − x2

}
dx =

∫ 1

0

(
4− 4

√
x+ x− x2

)
dx

=

[
4x− 8

3
x

3
2 +

x2

2
− x3

3

]1
0

= 4− 8

3
+

1

2
− 1

3
=

3

2
.

(3) 2曲線 y2 = 4xと x2 = 4yの交点の x座標は x = 0, 4．よって

S =

∫ 4

0

(
2
√
x− x2

4

)
dx =

[
4

3
x

3
2 − x3

12

]4
0

=
4

3
4

3
2 − 1

12
43 =

16

3
.

(4) 媒介変数表示式が表す曲線と x軸との交点の x座標を求めるために，y = 2− t− t2 = 0とお
くと，t = −2, 1．これを x = 2t+ 1に代入して，x = −3, 3を得る．x = 2t+ 1，y = 2− t− t2な
ので，dx = 2dtである．また，xが−3から 3まで動くとき，tは−2から 1まで動くので，

S =

∫ 3

−3
y dx =

∫ 1

−2

(
2− t− t2

)
2 dt = 2

[
2t− t2

2
− t3

3

]1
−2

= 9.
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(5) x = t2，y = t3なので，dx = 2tdt．また，xが 0から 1まで動くとき，tも 0から 1まで動く．
よって，図形の対称性より

S = 2

∫ 1

0
y dx = 2

∫ 1

0
t3 · 2t dt = 4

∫ 1

0
t4 dt = 4

[
t5

5

]1
0

=
4

5
.

(6) 曲線と x軸との交点は (±1, 0)，y軸との交点は (0,±1)である．x = cos3 t，y = sin3 tなの
で，dx = 3 cos3 t (− sin t) dt = −3 sin t cos2 t dt．また，xが 0から 1まで動くとき，tは π

2
から 0

まで動く．よって，図形の対称性より，

S = 4

∫ 1

0
y dx = 4

∫ 0

π
2

sin3 t(−3 sin t cos3 t) dt = 12

∫ π
2

0
sin4 t cos2 t dt

= 12

{∫ π
2

0
sin4 t dt−

∫ π
2

0
sin6 t dt

}

= 12

{
3

4
· 1

2
· π

2
− 5

6
· 3

4
· 1

2
· π

2

}
(例 3.2.8の公式)

=
3π

8

15. 以下では，求める面積を Sで表す．
(1) 2 sin2 θ = 1− cos 2θなので，

S =
1

2

∫ 3π
4

π
4

(2 sin θ2) dθ =

∫ 3π
4

π
4

(1− cos 2θ) dθ =

[
θ − sin 2θ

2

] 3π
4

π
4

=
π

2
+ 1.

(2) tan2 θ =
sin2 θ

cos2 θ
=

1− cos2 θ

cos2 θ
=

1

cos2 θ
− 1なので，

S =
1

2

∫ π
3

π
6

tan2 θ dθ =
1

2

∫ π
3

π
6

(
1

cos2 θ
− 1

)
dθ =

1

2

[
tan θ − θ

]π
3

π
6

=
1√
3
− π

12
.

(3) (1 + cos θ)2 = 1 + 2 cos θ + cos2 θ = 1 + 2 cos θ +
1 + cos 2θ

2
なので，

S =
1

2

∫ π
2

0
(1 + cos θ)2 dθ =

1

2

∫ π
2

0

(
1 + 2 cos θ +

1 + cos 2θ

2

)
dθ

=
1

2

[
θ + 2 sin θ +

θ + sin 2θ
2

2

]π
2

0

=
3

8
π + 1.

16. 以下では，求める曲線の長さを Lで表す．
(1) x = at2，y = 2atなので，x′ = 2at，y′ = 2a．よって，(x′)2+(y′)2 = 4a2t2+4a2 = 4a2(1+t2)．
ゆえに

L =

∫ 1

0

√
4a2(1 + t2) dt = 2a

∫ 1

0

√
t2 + 1 dt

= 2a

[
1

2

(
t
√
t2 + 1 + log

∣∣∣t+√t2 + 1
∣∣∣) ]1

0

(例 3.1.6 (1)の公式)

= a
{√

2 + log
(
1 +

√
2
)}

.

(2) x = t cos
1

t
，y = t sin

1

t
なので，

x′ = cos
1

t
+ t

(
− sin

1

t

)(
− 1

t2

)
= cos

1

t
+

1

t
sin

1

t
,
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y′ = sin
1

t
+ t

(
cos

1

t

)(
− 1

t2

)
= sin

1

t
− 1

t
cos

1

t
．

よって
(x′)2 + (y′)2 =

(
cos

1

t
+

1

t
sin

1

t

)2

+

(
sin

1

t
− 1

t
cos

1

t

)2

=
t2 + 1

t2

より， √
(x′)2 + (y′)2 =

√
t2 + 1

t
(t > 0)

となる．ゆえに，
L =

∫ 2

1

√
t2 + 1

t
dt

である．x =
√
t2 + 1とおくと，dx =

t√
t2 + 1

dt．また，tが 1から 2まで動くとき，xは√
2 か

ら√
5まで動く．よって，

√
t2 + 1

t
dt =

t2 + 1

t2
· t√

t2 + 1
dt =

x2

x2 − 1
dx

に注意すると，

L =

∫ 2

1

√
t2 + 1

t
dt =

∫ √
5

√
2

x2

x2 − 1
dx =

∫ √
5

√
2

(
1 +

1

x2 − 1

)
dx

=
[
x+

1

2
log

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ ]
√
5

√
2

=
√
5−

√
2 +

1

2

{
log

√
5− 1√
5 + 1

− log

√
2− 1√
2 + 1

}
.

ここで，

log

√
5− 1√
5 + 1

= log

(√
5− 1

)2
5− 1

= log

(√
5− 1

)2
4

= 2 log
(√

5− 1
)
− 2 log 2

log

√
2− 1√
2 + 1

= log

(√
2− 1

)2
2− 1

= 2 log
(√

2− 1
)

なので，

L =
√
5−

√
2 + log

(√
5− 1

)
− log 2− log

(√
2− 1

)
=

√
5−

√
2 + log

√
5− 1

2
(√

2− 1
) .

(3) r = aθなので，r′ = a．よって，
√
r2 + (r′)2 =

√
a2θ2 + a2 = a

√
1 + θ2．ゆえに

L = a

∫ 2π

0

√
θ2 + 1 dθ

= a

[
1

2

(
θ
√
θ2 + 1 + log

∣∣∣θ +√θ2 + 1
∣∣∣)]2π

0

(例 3.1.6 (1)の公式)

= a

{
π
√
4π2 + 1 +

1

2
log
(
2π +

√
4π2 + 1

)}
(4) r = a sin θなので，r′ = a cos θ．よって，

√
r2 + (r′)2 =

√
a2 sin2 θ + a2 cos2 θ = a．ゆえに

L =

∫ π

0
a dθ = πa.
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17. 以下では，求める立体の体積を V で表す．
(1) xy-平面と平行な平面 z = zでの切り口は楕円 x2

a2
+

y2

b2
= 1− z4

c4
なので，その面積 S(z)は

S(z) = πab

(
1− z4

c4

)
である．よって，図形の対称性より，

V = 2

∫ c

0
S(z) dz = 2πab

∫ c

0

(
1− z4

c4

)
dz = 2πab

[
z − z5

5c4

]c
0

=
8

5
πabc.

(2) yz-平面と平行な平面 x = xでの切り口は，1辺が 2
√
a2 − x2の正方形なので，その面積 S(x)

は，S(x) = 4
(
a2 − x2

)．よって，図形の対称性より，
V = 2

∫ a

0
S(x) dx = 8

∫ a

0

(
a2 − x2

)
dx = 8

[
a2x− x3

3

]a
0

=
16

3
a3.

18. 以下では，求める回転体の体積を V で表す．
(1) 曲線 y =

√
xと直線 y =

x

2
の交点の x座標は x = 0, 4である．よって

V = π

∫ 4

0

(√
x
)2

dx− π

∫ 4

0

( x

2

)2
dx

= π

∫ 4

0
x dx− π

4

∫ 4

0
x2dx = π

[
x2

2

]4
0

− π

4

[
x3

3

]4
0

=
8

3
π.

(2) tan2 x =
sin2 x

cos2 x
=

1− cos2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
− 1なので，

V = π

∫ π
4

0
tan2 x dx = π

∫ π
4

0

(
1

cos2 x
− 1

)
dx = π

[
tanx− x

]π
4

0
= π − π2

4
.

(3) V = π

∫ 3

√
2

(
x2 − 2

)
dx = π

[
x3

3
− 2x

]3
√
2

= π

(
3 +

4
√
2

3

)
.

(4) x = t2，y = t3なので，dx = 2tdt，y2 = t6．また，xが 0から 1まで動くとき，tも 0から 1

まで動く．よって

V = π

∫ 1

0
y2dx = π

∫ 1

0
t6 · 2t dt = 2π

∫ 1

0
t7dt = 2π

[
t8

8

]1
0

=
π

4
.

(5) x = t− 1，y = 4t− t2なので，dx = dt，y2 =
(
4t− t2

)2
= 16t2 − 8t3 + t4．また，xが 0か

ら 2まで動くとき，tは 1から 3まで動く．よって，

V = π

∫ 2

0
y2dx = π

∫ 3

1

(
16t2 − 8t3 + t4

)
dt = π

[
16

3
t3 − 2t4 +

t5

5

]3
1

=
406

15
π.
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