
第 2章の章末問題

1.

(1) 微分係数の定義より，f ′(0) = lim
h→0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0

h2 sin 1
h

h
= lim

h→0
h sin

1

h
である．こ

こで，

∣∣∣∣h sin 1

h

∣∣∣∣ 5 |h |なので，はさみうちの原理より lim
h→0

h sin
1

h
= 0である．これより，

f ′(0) = 0である．

(2) x ̸= 0のとき f ′(x) = 2x sin
1

x
+ x2 cos

1

x
·
(

1

x

)′
= 2x sin

1

x
− cos

1

x
．

(3) (1)と (2)より

f ′(x) =

 2x sin
1

x
− cos

1

x
(x ̸= 0)

0 (x = 0)

である．これより，lim
x→0

f(x) = lim
x→0

(
2x sin

1

x
− cos

1

x

)
は発散する．lim

x→0
f ′(x) ̸= f ′(0)なので

f ′(x)は x = 0で連続でない．

2. f(x)が偶関数なので f(x) = f(−x)である．このとき

f ′
+(0) = lim

h→+0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→+0

f(h)− f(0)

h

= lim
h→+0

f(−h)− f(0)

h
= lim

h→+0

f(0− h)− f(0)

h
.

ここで，h = −kとすると，h → +0と k → −0は同値なので

f ′
+(0) = lim

k→−0

f(0 + k)− f(0)

−k
= − lim

k→−0

f(0 + k)− f(0)

k
= −f ′

−(0)

であり，f(x)は x = 0で微分可能なので f ′
+(0) = f ′

−(0) = f ′(0)である．これより，f ′(0) = 0である．

3. 題意より

lim
h→0

f(a+ h)− f(a− h)

h
= lim

h→0

f(a+ h)− f(a) + {f(a)− f(a− h)}
h

= lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
+ lim

h→0

f(a)− f(a− h)

h
.

ここで，h = −kとすると，h → 0と k → 0は同値なので

lim
h→0

f(a)− f(a− h)

h
= lim

k→0

f(a)− f(a+ k)

−k
= lim

k→0

f(a+ k)− f(a)

k
= f ′(a)

となる．これより示された．

4.

(1)

(√
1−

√
x

1 +
√
x

)′

=
1

2
√

1−
√
x

1+
√
x

·
(

1−
√
x

1 +
√
x

)′

=
1

2
√

1−
√
x

1+
√
x

· (1−
√
x )′(1 +

√
x )− (1−

√
x )(1 +

√
x )′

(1 +
√
x )2



=
1

2
√

1−
√
x

1+
√
x

·
− 1

2
√
x
(1 +

√
x )− 1

2
√
x
(1−

√
x )

(1 +
√
x )2

=
1

2
√

1−
√
x

1+
√
x

· −1√
x (1 +

√
x )2

= − 1

2(1 +
√
x )
√
x(1− x)

.

(2) 3

√
x− 1

x+ 1
=

(
x− 1

x+ 1

) 1
3

より{(
x− 1

x+ 1

) 1
3

}′

=
1

3

(
x− 1

x+ 1

) 1
3
−1

·
(

x− 1

x+ 1

)′
=

1

3

(
x− 1

x+ 1

)− 2
3

· x+ 1− (x− 1)

(x+ 1)2

=
2

3

(
x+ 1

x− 1

) 2
3

· 1

(x+ 1)2
=

2

3(x+ 1)
2
3

3
√
(x2 − 1)2

.

(3)

√
1− x2 −

√
1 + x2√

1− x2 +
√
1 + x2

=
(
√
1− x2 −

√
1 + x2 )2

(
√
1− x2 +

√
1 + x2 )(

√
1− x2 −

√
1 + x2 )

=

√
1− x4 − 1

x2
より

( √
1− x2 −

√
1 + x2√

1− x2 +
√
1 + x2

)′

=

( √
1− x4 − 1

x2

)′

=
x2(

√
1− x4 − 1)′ − 2x(

√
1− x4 − 1)

x4

=
− 4x5

√
1−x4

− 2x(
√
1− x4 − 1)

x4
=

2(
√
1− x4 − 1 )

x3
√
1− x4

.

(4)

(√
1− cosx

1 + cosx

)′

=
1

2
√

1−cosx
1+cosx

·
(

1− cosx

1 + cosx

)′

=
1

2
√

1−cosx
1+cosx

· (1− cosx)′(1 + cosx)− (1− cosx)(1 + cosx)′

(1 + cosx)2

=
1

2
√

1−cosx
1+cosx

· sinx(1 + cosx) + sinx(1− cosx)

(1 + cosx)2

=
sinx

(1 + cosx)
√
1− cos2 x

=
sinx

| sinx |(1 + cosx)
.

(5)

(
tan−1

√
1 + x

1− x

)′

=
1(√

1+x
1−x

)2
+ 1

·

(√
1 + x

1− x

)′

=
1− x

1 + x+ (1− x)
· 1

2
√

1+x
1−x

·
(

1 + x

1− x

)′

=
1− x

4
√

1+x
1−x

· (1− x) + (1 + x)

(1− x)2
=

1

2
√
1− x2

.

(6)

(
tan−1 x+ tan−1 1

x

)′
=

1

x2 + 1
+

(
1
x

)′(
1
x

)2
+ 1

=
1

x2 + 1
−

1
x2(

1
x

)2
+ 1

=
1

x2 + 1
− 1

1 + x2
= 0.

(7)
tanx+ cotx

tanx− cotx
=

sin2 x+ cos2 x

sin2 x− cos2 x
= − 1

cos 2x
より(

tanx+ cotx

tanx− cotx

)′
= −

(
1

cos 2x

)′
=

(cos 2x)′

cos2 2x
= − 2 sin 2x

cos2 2x
.



(8) y = xx
x
とおき，対数をとると log y = xx log xである．両辺を xで微分すると問 6 (7)より

y′

y
= (xx)′ log x+ xx · 1

x
= xx(log x+ 1) log x+ xx−1

∴ y′ = xx
x{xx(log x+ 1) log x+ xx−1}.

(9) y = (sinx)sin
−1 xとおき，対数をとると log y = sin−1 x log sinxである．両辺を xで微分すると

y′

y
=

log sinx√
1− x2

+ sin−1 x · cosx

sinx

∴ y′ = (sinx)sin
−1 x

(
log sinx√
1− x2

+ sin−1 x · cotx
)
.

5.

(1) y′ =
1√

1− x2
なので，点

(
1

2
,
π

6

)
における接線の方程式は y− π

6
=

2√
3

(
x− 1

2

)
である．

また，法線の方程式は y − π

6
= −

√
3

2

(
x− 1

2

)
である．

(2) ẋ =
dx

dt
= − 4a t

(1 + t2)2
，ẏ =

dy

dt
=

2a(1− t2)

(1 + t2)2
より，t =

1

3
のときx

(
1

3

)
=

4a

5
，y
(

1

3

)
=

3a

5
，ẋ

(
1

3

)
= − 27a

25
，ẏ

(
1

3

)
=

36a

25
である．これより接線の方程式は y = − 4

3
x+

5a

3
で

ある．また，法線の方程式は y =
3

4
xである．

(3) ẋ =
dx

dt
=

3a(1− 2t3)

(1 + t3)2
，ẏ =

dy

dt
=

3a(2− t3)

(1 + t3)2
より，t = 1のとき x(1) =

3a

2
，y(1) =

3a

2
，

ẋ(1) = − 3a

4
，ẏ(1) =

3a

4
である．これより接線の方程式は y = −x+ 3aである．また，法線

の方程式は y = xである．

6.

(1) y =
x3

x+ 1
= x2 − x+ 1− 1

x+ 1
= x2 − x+ 1− (x+ 1)−1より y′ = 2x− 1− (−1)(x+ 1)−2，

y′′ = 2− (−1)(−2)(x+ 1)−3，y′′′ = −(−1)(−2)(−3)(x+ 1)−4なので n = 3に対して

y(n) = −(−1)(−2) · · · (−n)(x+ 1)−(n+1) = − (−1)nn!

(x+ 1)n+1

より

y(n) =


2x− 1 + 1

(x+1)2
(n = 1)

2− 2
(x+1)3

(n = 2)

− (−1)nn!
(x+1)n+1 (n = 3)

である．

(2) 倍角の公式より sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 xなので sin3 x =
3

4
sinx− 1

4
sin 3xとなる．2.2節の

例 1 (1) より

y(n) =
3

4
(sinx)(n) − 1

4
(sin 3x)(n)

=
3

4
sin
(
x+

nπ

2

)
− 3n

4
sin
(
3x+

nπ

2

)
(n = 1, 2, 3, . . . ).



(3) u = cosx，v = x3 とおくと，u(n) = cos
(
x+

nπ

2

)
(n = 1, 2, , . . . )，v′ = 3x2，v′′ = 6x，

v′′′ = 6，v(n) = 0 (n = 4)．ライプニッツの定理より

y(n) = nC0u
(n)v + nC1u

(n−1)v′ + nC2u
(n−2)v′′ + nC3u

(n−3)v′′′

= x3 cos
(
x+

nπ

2

)
+ 3nx2 cos

(
x+

(n− 1)π

2

)
+3n(n− 1)x cos

(
x+

(n− 2)π

2

)
+ n(n− 1)(n− 2) cos

(
x+

(n− 3)π

2

)
= x3 cos

(
x+

nπ

2

)
+ 3nx2 sin

(
x+

nπ

2

)
−3n(n− 1)x cos

(
x+

nπ

2

)
− n(n− 1)(n− 2) sin

(
x+

nπ

2

)
= x{x2 − 3n(n− 1)} cos

(
x+

nπ

2

)
+ n{3x2 − (n− 1)(n− 2)} sin

(
x+

nπ

2

)
(n = 1, 2, 3, . . . )

7.

(1) f ′(x) = 2 sinx cosx = sin 2x，f ′′(x) = 2 cos 2x，f ′′′(x) = −4 sin 2x，f (4)(x) = −8 cos 2xより

4次までのマクローリン展開すると f(x) = x2− x4

3
+R5(x)である．また，f (5)(x) = 16 sin 2x

より剰余項は θ ∈ (0, 1)に対してR5(x) =
2x5

15
sin(2θx)である．

(2) f ′(x) = sinhx，f ′′(x) = coshx，f ′′′(x) = sinhx，f (4)(x) = coshxより 4次までのマクロー

リン展開すると f(x) = 1 +
x2

2
+

x4

24
+ R5(x)である．また，f (5)(x) = sinhxより剰余項は

θ ∈ (0, 1)に対してR5(x) =
x5

120
sinh(θx)である．

(3) f(x) =
√
1 + x = (1 + x)

1
2 なので，f ′(x) =

1

2
(1 + x)−

1
2，f ′′(x) = − 1

4
(1 + x)−

3
2，f ′′′(x) =

3

8
(1 + x)−

5
2，f (4)(x) = − 15

16
(1 + x)−

7
2 より 4次までのマクローリン展開すると f(x) = 1 +

x

2
− x2

8
+

x3

16
− 5x4

128
+R5(x)である．また，f (5)(x) =

105

32
(1+x)−

9
2 より剰余項は θ ∈ (0, 1)

に対してR5(x) =
7x5

256(1 + θx)
9
2

である．

8.

(1) f(x)を微分すると f ′(x) =
1

1 + x2
より (1 + x2)f ′(x) = 1である．u = f ′(x)，v = 1 + x2と

すると u(n) = f (n+1)(x) (n = 0, 1, 2, . . . )，v′ = 2x，v′′ = 2，v(n) = 0 (n = 3, 4, . . . )なので，
ライプニッツの定理より (1 + x2)f (n+1)(x) + 2nx f (n)(x) + n(n− 1) f (n−1)(x) = 0 (n = 1)で
ある．

(2) (1)で x = 0とすると f (n)(0) = −(n − 1)(n − 2)f (n−2)(0)である．これを繰り返し用いる．n

が偶数のとき，

f (n)(0) = (−1)
n−2
2 (n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4) · · · 3 · 2 · f (n−(n−2))(0)

ここで，f (2)(0) = 0なので f (n)(0) = 0となる．次に，n が奇数のとき，

f (n)(0) = (−1)
n−1
2 (n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4) · · · 3 · 2 · 1 · f (n−(n−1))(0)



ここで，f (1)(0) = 1なので f (n)(0) = (−1)
n−1
2 (n − 1)!となる．これより n = 0, 1, 2, 3, . . . に

対して

f (n)(0) =

 0 (n：偶数)

(−1)
n−1
2 (n− 1)! (n：奇数)

(3) (2)より f(x) = x− x3

3
+

x5

5
+R6(x)である．

9.

(1) y = g(x)より y′ =
ad− bc

(cx+ d)2
，y′′ = − 2c(ad− bc)

(cx+ d)3
，y′′′ =

6c2(ad− bc)

(cx+ d)4
なので

2y′y′′′ − 3(y′′)2 =
12c2(ad− bc)2

(cx+ d)6
− 12c2(ad− bc)2

(cx+ d)6
= 0

となる．これより，S

(
y

x

)
= 0が成り立つ．

(2) z = g(y) =
ay + b

cy + d
より z′ =

(ad− bc)y′

(cy + d)2
，z′′ =

(ad− bc){y′′(cy + d)− 2c(y′)2}
(cy + d)3

，

z′′′ =
(ad− bc){(cy + d)2y′′′ − 6c(cy + d)y′y′′ + 6c2(y′)3}

(cy + d)4
なので

2z′z′′′ − 3(z′′)2 =
(ad− bc)2{2y′y′′′ − 3(y′′)2}

(cy + d)4
= {2y′y′′′ − 3(y′′)2}

(
z′

y′

)2

.

これより

S

(
z

x

)
=

2z′z′′′ − 3(z′′)2

2(z′)2
=

2y′y′′′ − 3(y′′)2

2(y′)2
= S

(
y

x

)
.

10.

(1) P1(x) =
1

2

d

dx
(x2 − 1) = x，

P2(x) =
1

22 · 2!
d2

dx2
(x2 − 1)2 =

1

8

d

dx
{4x(x2 − 1)} =

1

2
(3x2 − 1),

P3(x) =
1

23 · 3!
d3

dx3
(x2 − 1)3 =

1

48

d2

dx2
{6x(x2 − 1)2} =

1

8

d2

dx2
(x5 − 2x3 + 1)

=
1

8

d

dx
(5x4 − 6x2 + 1) =

1

8
(20x3 − 12x) =

1

2
(5x3 − 3x).

(2) y = (x2 − 1)nとすると y′ = 2nx(x2 − 1)n−1なので (x2 − 1)y′ = 2nx(y2 − 1)n = 2nxyである．
これを (n+ 1)回微分すると，ライプニッツの定理より

n+1∑
k=0

n+1Ck(x
2 − 1)(k)(y′)(n+1−k) = 2n

n+1∑
k=0

n+1Ck x
(k)y(n+1−k),

(x2 − 1)y(n+2) + 2xy(n+1) − n(n+ 1)y(n) = 0,

∴ (x2 − 1)P ′′
n (x) + 2xP ′

n(x)− n(n+ 1)Pn(x) = 0.



11.

(1) ロピタルの定理より lim
x→−∞

x sin
1

x
= lim

x→−∞

sin 1
x

1
x

= lim
x→−∞

− 1
x2 cos 1

x

− 1
x2

= lim
x→−∞

cos
1

x
= 1．

(2) ロピタルの定理より lim
x→ π

2

(tanx− secx) = lim
x→ π

2

sinx− 1

cosx
= lim

x→ π
2

cosx

− sinx
= 0．

(3) ロピタルの定理より

lim
x→0

ex + log
1− x

e
tanx− x

= lim
x→0

ex + log(1− x)− log e

tanx− x
= lim

x→0

ex − 1
1−x

1
cos2 x

− 1

= lim
x→0

cos2 x ·
ex − 1

1−x

sin2 x
.

ここで，ロピタルの定理より

lim
x→0

ex − 1
1−x

sin2 x
= lim

x→0

ex − 1
(1−x)2

2 sinx cosx
= lim

x→0

1

2 cosx
·
ex − 1

(1−x)2

sinx
.

さらに，ロピタルの定理より lim
x→0

ex − 1
(1−x)2

sinx
= lim

x→0

ex − 2
(1−x)3

cosx
= −1なので，

lim
x→0

ex − 1
1−x

sin2 x
= − 1

2
.

これより，

lim
x→0

ex + log
1− x

e
tanx− x

= − 1

2
.

(4) ロピタルの定理より

lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x
= lim

x→0

{
(1 + x)

1
x

}′
.

ここで，y = (1 + x)
1
x とおき，対数をとると log y = 1

x log(1 + x)である．両辺を xで微分す

ると
y′

y
=

−(1 + x) log(1 + x) + x

x2(1 + x)
なので

y′ = (1 + x)
1
x · −(1 + x) log(1 + x) + x

x2(1 + x)

より

lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x
= lim

x→0
(1 + x)

1
x · −(1 + x) log(1 + x) + x

x2(1 + x)
.

ここで，ロピタルの定理より

lim
x→0

−(1 + x) log(1 + x) + x

x2(1 + x)
= − lim

x→0

log(1 + x)

x(2 + 3x)
= − lim

x→0

1

(1 + x)(2 + 6x)
= − 1

2
.

また， lim
x→0

(1 + x)
1
x = eより

lim
x→0

(1 + x)
1
x − e

x
= − e

2
.



(5) 不定形の極限値に変形して，繰り返しロピタルの定理を用いると

lim
x→1

1

1− x

(
1− xb

1− xa
− b

a

)
= lim

x→1

1−xb

1−xa − b
a

1− x
= lim

x→1

(
− 1− xb

1− xa

)′

= lim
x→1

bxb−1(1− xa)− axa−1(1− xb)

(1− xa)2

= lim
x→1

b(b− 1)xb−2(1− xa)− a(a− 1)xa−2(1− xb)

−2axa−1(1− xa)

= lim
x→1

b(b− 1)xb−a−1 − a(a− 1)x−1 − {b(b− 1)− a(a− 1)}xb−1

−2a(1− xa)

= lim
x→1

b(b− 1)(b− a− 1)xb−a−2 + a(a− 1)x−2 − (b− 1){b(b− 1)− a(a− 1)}xb−2

2a2xa−1

=
b(b− 1)(b− a− 1) + a(a− 1)− (b− 1){b(b− 1)− a(a− 1)}

2a2

= − b(b− a)

2a
.

(6) 対数をとり，不定形の極限値に変形してからロピタルの定理を用いると

log

{
lim
x→∞

( π

2
− tan−1 x

) 1
x

}
= lim

x→∞
log
( π

2
− tan−1 x

) 1
x

= lim
x→∞

1

x
log
( π

2
− tan−1 x

)
= lim

x→∞

log
(
π
2 − tan−1 x

)
x

= lim
x→∞

− 1
x2+1

π
2 − tan−1 x

= lim
x→∞

2x
(x2+1)2

− 1
x2+1

= − lim
x→∞

2x

x2 + 1
= 0.

これより， lim
x→∞

( π

2
− tan−1 x

) 1
x
= 1である．

12.

(1) f ′(x) =
x2(x2 − 3)

(x2 − 1)2
，f ′′(x) =

2x(x2 + 3)

(x2 − 1)3
である．f ′(x) = 0 より x = 0，±

√
3 であり，

f ′′(0) = 0なので (0, 0)は変曲点である．また，f ′′(
√
3 ) = 3

√
3

2 (> 0)なので f(
√
3 )は極小値，

f(−
√
3 ) = − 3

√
3

2 (< 0)なので f(−
√
3 )は極大値である．これより

極大値 − 3
√
3

2 (x = −
√
3 のとき)

極小値 3
√
3

2 (x =
√
3 のとき)

次に，f(x) =
x3

x2 − 1
= x+

x

x2 − 1
より，漸近線 y = x，x = ±1をもつ．また，

lim
x→±∞

f(x) = ±∞, lim
x→1±0

f(x) = ±∞, lim
x→−1±0

f(x) = ∓∞

である．グラフの概形は省略する．

(2) f ′(x) = (1−2x)e−2x，f ′′(x) = −4(1−x)e−2xである．f ′(x) = 0より x = 1
2 であり，f

′′ ( 1
2

)
=

− 2
e (< 0)なので f

(
1
2

)
は極大値である．これより

極大値
1

2e

(
x =

1

2
のとき

)
次に， lim

x→∞
f(x) = 0， lim

x→−∞
f(x) = −∞である．グラフの概形は省略する．



(3) 3x−x2 = 0より定義域は 0 5 x 5 3である．f ′(x) =
x(9− 4x)

2
√
3x− x2

，f ′′(x) =
x(27− 36x+ 8x2)

4(3x− x2)
3
2

なので，f ′(x) = 0より x = 0, 9
4 である．f ′′ ( 9

4

)
= −2

√
3 (< 0)より f

(
9
4

)
は極大値である．

これより

極大値
27

√
3

16

(
x =

9

4
のとき

)
次に， lim

x→+0
f ′(x) = 0より x軸に接する． lim

x→3−0
f ′′(x) = −∞より x = 3に接する．グラフの

概形は省略する．

(4) 対数をとると log f(x) = x log xである．両辺を xで微分すると
f ′(x)

f(x)
= log x+1より f ′(x) =

xx(log x+1)であり，さらに微分すると f ′′(x) = xx(log x+1)2 + xx−1である．f ′(x) = 0より
x = 1

e である．f ′′(e−1) = e1−e−1
(> 0)なので f(e−1)は極小値である．これより

極小値 e−e−1
(x = e−1 のとき)

次に， lim
x→+0

f(x) = 1であり， lim
x→∞

f(x) = ∞である．グラフの概形は省略する．

13. 直円錐の半径を y，高さを xとすると (x− r)2+ y2 = r2である．直円錐の体積を V とすると

V =
π

3
y2x =

π

3
x(2rx− x2)となる．V ′ =

π

3
x(4r− 3x)，V ′′ =

2π

3
(2r− 3x)である．V ′ = 0よ

り x = 0,
4

3
rであり，0 < x < 2rより x =

4

3
rであり，このとき，V ′′

(
4

3
r

)
= − 4π

3
r (< 0)

なので V

(
4

3
r

)
は極大値である．これより，体積が最大である直円錐の高さは

4

3
rである．

14. 楕円の対称性より接点が第一象限にある場合を考える．接点を (a cos t, b sin t)
(
0 < t <

π

2

)
とする．y′ = − b2x

a2y
より，接線の方程式は

cos t

a
x+

sin t

b
y = 1であるからA

( a

cos t
, 0
)
, B

(
0,

b

sin t

)
である．これより線分ABの 2乗を ℓ(t)とすると ℓ(t) =

a2

cos2 t
+

b2

sin2 t
であるから

ℓ′(t) =
2(a2 sin4 t− b2 cos4 t)

sin3 t cos3 t
, ℓ′′(t) =

2a2(1 + 2 sin2 t)

cos4 t
+

2b2(1 + 2 cos2 t)

sin4 t

となる．ℓ′′(t) > 0より，ℓ′(t) = 0を満たす tに対して ℓ(t)は極小値であり，0 < t <
π

2
より極小値

は最小値である．ℓ′(t) = 0より tan2 t =
b

a
である．このとき，

1

cos2 t
=

a+ b

a
，

1

sin2 t
=

a+ b

b
なので ℓ(t) = (a+ b)2となる．よって，線分ABの長さの最小値は a+ bである．

15.

(1) f(x) = sinx+ tanx− 2xとすると f ′(x) = cos+
1

cos2 x
− 2，f ′′(x) =

sinx

cos3 x
(2− cos3 x)であ

る．0 < x <
π

2
のとき，f ′′(x) > 0なので f ′(x)は単調増加である．f ′(0) = 0より f ′(x) > 0で

ある．f ′(x) > 0なので f(x)は単調増加であり，f(0) = 0より f(x) > 0．よって，0 < x <
π

2
のとき sinx+ tanx > 2xである．

(2) g(x) =
1

4
(π − x)− tan−1

√
1− xとすると g′(x) = − 1

4
+

1

2(2− x)
√
1− x

であり，g′′(x) =

4− 3x

4(2− x)(1− x)
3
2

である．0 < x < 1 のとき，g′′(x) > 0 なので g′(x) は単調増加である．

g′(0) = 0より g′(x) > 0である．g′(x) > 0なので g(x)は単調増加であり，g(0) = 0より



g(x) > 0．g(1) =
1

4
(π − 1)より g(x)は x = 1で定義される．よって，0 < x 5 1のとき

1

4
(π − x) > tan−1

√
1− xである．

16. OA = x，OB = y，AB = z とすると余弦定理より z2 = x2 + y2 − 2xy cos θである．tで
微分すると 2zż = 2xẋ + 2yẏ − 2(ẋy + xẏ) cos θ なので zż = x(ẋ − ẏ cos θ) + y(ẏ − ẋ cos θ)であ
る．ここで，ẋ = −v，ẏ = wより zż = −x(v + w cos θ) + y(w + v cos θ)．さらに，tで微分すると
ż2 + zz̈ = v2 +w2 + 2vw cos θである．ż = 0を満たす tに対して zz̈ = v2 +w2 + 2vw cos θ (> 0)よ
り zは極小である．A君が点Oに達するまで有限な時間であるから，ż = 0を満たす tに対して zは

最小である．これより
x

y
=

w + v cos θ

v + w cos θ
である．

17. 題意より tan θ = − vt

a
となる．両辺を tで微分すると

1

cos2 θ

dθ

dt
= − v

a
より

dθ

dt
= − v

a
cos2 θ = − v

a

1

tan2 θ + 1
= − v

a

1
(vt)2

a2
+ 1

= − av

a2 + (vt)2

となる．これより，
dθ

dt
= − av

AP2 なので
dθ

dt
は線分APの長さの 2乗に反比例する．


