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1. 概要

Hを実Hilbert空間, ∥ · ∥をHのノルム, TをHからHへの写像とする。文献 [6]に次のような
記述がある。

Tが強非拡大 (定義は次節に記す。)であるための必要十分条件は, 任意のM > 0に
対して, 以下の条件を満たす増加関数γ : [0, 2M ] → [0,M ]が存在することである。

• t ∈ (0, 2M ]のとき, γ(t) > 0;

• x, y ∈ H, ∥x− y∥ ≤Mのとき,

γ
(
∥x− y − (Tx− Ty)∥

)
≤ ∥x− y∥ − ∥Tx− Ty∥

となる。

文献 [2, 3]では, [6]の結果を踏まえて, 強非拡大性をもつ写像列を扱った。その後, 以下の問
題を考えた。

問題 1. {Tn}をHからHへの写像の列とする。このとき, 以下は同値になるか?

1. {Tn}は強非拡大列 (定義は次節に記す。)である;

2. 任意のM > 0に対して, 増加関数γ : [0, 2M ] → [0,M ]が存在し,

• t ∈ (0, 2M ]のとき, γ(t) > 0;

• n ∈ N, x, y ∈ C, ∥x− y∥ ≤ M のとき, γ
(
∥x− y − (Tnx− Tny)∥

)
≤ ∥x− y∥ −

∥Tnx− Tny∥ となる。

本講演では, 問題 1の解, および, それに関連する一様非拡大性をもつ写像列についての結果
を報告する。

2. 定義など

Hを実Hilbert空間, ∥ · ∥をHのノルム, TをHからHへの写像とする。

• Tが非拡大(nonexpansive)であるとは,すべてのx, y ∈ Hに対して, ∥Tx− Ty∥ ≤ ∥x− y∥
が成り立つときをいう。

• Tが強非拡大 (strongly nonexpansive)であるとは, Tは非拡大であり, {xn−yn}が有界で
∥xn − yn∥ − ∥Txn − Tyn∥ → 0となるHの任意の点列{xn}と{yn}に対して, xn − yn −
(Txn − Tyn) → 0 が成り立つときをいう [6]。

• Tが堅非拡大 (firmly nonexpansive)であるとは, すべてのx, y ∈ Hに対して,

∥x− y − (Tx− Ty)∥2 ≤ ∥x− y∥2 − ∥Tx− Ty∥2 (1)

が成り立つときをいう [7]。
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定義より, 堅非拡大写像は強非拡大であることがわかる。実際, Tを堅非拡大写像とするとき,

(1)より明らかに, T は非拡大とわかる。さらに, {xn}, {yn}をHの点列とし, {xn − yn}が有
界, ∥xn − yn∥ − ∥Txn − Tyn∥ → 0とする。このとき, 再び (1)より,

∥xn − yn − (Txn − Tyn)∥2 ≤
(
∥xn − yn∥+ ∥Txn − Tyn∥

)(
∥xn − yn∥ − ∥Txn − Tyn∥

)
≤ 2 ∥xn − yn∥

(
∥xn − yn∥ − ∥Txn − Tyn∥

)
→ 0

となる。
{Tn}をHからHへの写像の列とする。

• {Tn}が強非拡大列 (strongly nonexpansive sequence)であるとは, 次の2条件が成り立つ
ときをいう [2, 3]。

– 各Tnは非拡大である;

– {xn − yn}が有界で∥xn − yn∥− ∥Tnxn − Tnyn∥ → 0となるHの任意の点列{xn}と
{yn} に対して, xn − yn − (Tnxn − Tnyn) → 0が成り立つ。

• {Tn}が一様非拡大列 (uniformly nonexpansive sequence)であるとは, 任意のM > 0と
ϵ > 0に対して, δ > 0が存在し,

n ∈ N, x, y ∈ C, ∥x− y∥ ≤M, ∥x− y∥ − ∥Tnx− Tny∥ < δ

⇒ ∥x− y − (Tnx− Tny)∥ < ϵ

が成り立つときをいう [1]。

強非拡大列および一様非拡大列について, 次のことが知られている [1–3]。

1. 一様非拡大列は, 強非拡大列である。

2. 堅非拡大写像の列は, 一様非拡大列である。

3. 一つの強非拡大写像Tからなる列T, T, . . . は一様非拡大列である。しかし, 強非拡大写像
の列が一様非拡大列 (強非拡大列)とは限らない。

4. {Sn}および{Tn}がH上の一様非拡大列 (強非拡大列)ならば, {SnTn}は一様非拡大列 (強
非拡大列)である 1。

5. IがH上の恒等写像, {Tn}がH上の非拡大写像の列, {λn}が [0, 1]の数列で infn λn > 0

ならば, {λnI + (1− λn)Tn}は一様拡大列である 2。
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1二つの強非拡大写像の合成は強非拡大であることが知られている [6]。
2恒等写像と非拡大写像の凸結合は, 強非拡大であることが知られている [6]。



有向ネットワーク上の de Rham 型関数方程式系について 

村本克志(河合塾) 
関口健(東北学院大学名誉教授) 

　de Rham 関数方程式を有向ネットワーク上に一般化して、定義された関数方程式の系を、
有向ネットワーク上の de Rham 型関数方程式系と呼ぶことにする。その解の存在と展開に
ついては、実解析学シンポジウム2014で報告した。本報告では、de Rham 型関数方程式
系の解が self-affine function の一般化として考えられ、その像が self-affine set となる
等、例を交えて報告する。 
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非加法的測度論におけるEgoroffの定理に関する一考察
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1 はじめに

従来の測度論における Egoroffの定理は，測度が

有限ならば，概収束が概一様収束を含意することを

主張している．非加法的測度論では，零集合について

少なくとも 3 通りの互いに同値でない定義があり

（例えば [4, 5]），それぞれの定義に対応する概収束と

概一様収束の概念もまた互いに同値ではない．この

ため，Egoroffの定理の結論（概収束が概一様収束を

含意すること）も互いに同値ではない異なるバー

ジョンが存在する．非加法的測度論においては，どの

バージョンの Egoroffの定理も一般には成立しない．

非加法的測度論においてEgoroffの定理の結論を成立

させるには，測度の有限性以外の条件が必要である．

先行研究（例えば [4, 6]）では，2 通りの零集合の

定義に対応する Egoroffの定理の結論の成立条件が

議論されている．本稿では，これまで扱われていない

[5]における零集合の定義を採用したときのEgoroffの

定理の結論の成立条件を一つ与える．

なお，本稿では 2 通りに定義される零集合，

概収束，概一様収束の概念を扱うが，それぞれの

名称に「強」と「弱」の文字を付して両者を区別する．

2 準備：定義と既存の結果

本稿を通して，(X,F )を可測空間とする．

定義 1 F 上の非加法的測度とは，次の 2 条件を

満たす集合関数 µ : F → [0,∞]である．

(LB) µ(∅) = 0,

(MT) A,B ∈ F , A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B).

以下，本稿を通して，µをF 上の非加法的測度と

する．

定義 2 (i) µ が下から連続 [resp. 上から連続] で

あるとは，任意の可測集合の単調増加列 [resp.

単調減少列] {An}に対して，µ (limn→∞An) =

limn→∞ µ(An) となることである．

(ii) [2] µ が順序連続であるとは，An ↓ ∅ なる
任意の可測集合の単調減少列 {An} に対して，
limn→∞ µ(An) = 0となることである．

(iii) [3, 7] µが一様劣加法的連続であるとは，任意の

ε > 0に対して，ある δ > 0が存在して，可測

集合Bが µ(B) < δであれば，任意の可測集合

Aについて µ(A∪B) ≤ µ(A) + εとなることで

ある．

注 1 任意の ε ≥ 0 と任意の可測集合 B に対して，

次式が成り立つ．

µ(A ∪B) ≤ µ(A) + ε (∀A ∈ F )

⇔ µ(A \B) ≥ µ(A)− ε (∀A ∈ F )

⇔ µ(A)− ε ≤ µ(A△B) ≤ µ(A) + ε (∀A ∈ F ).

定義 3 (i) 可測集合 N が (µ-) 弱零集合であると

は，µ(N) = 0であることをいう．

上の (µ-)とは，弱零集合が µに関するもので

あることを明示するときには「µ-弱零集合」と

表記し，文脈から µに関するものであることが

明確なときには単に「弱零集合」と表記すると

いう意味である（以下においても同様）．

(ii) [1, 5] 可測集合 N が (µ-)強零集合であるとは，

任意の可測集合 Aに対して µ(A ∪ N) = µ(A)

となることをいう．

定義 4 {fn}を可測関数列とし，fを可測関数とする．

(i) {fn}が f に (µ-)弱概収束 [resp. (µ-)強概収束]

するとは，ある弱零集合 [resp. 強零集合]N が

存在して，すべての x ∈ X \ N に対して
{fn(x)}が f(x)に収束することをいう．

(ii) {fn}が fに (µ-)弱概一様収束するとは，任意の

ε > 0に対して，µ(Aε) ≤ εであるような可測

集合 Aε が存在して，X \Aε 上で {fn}が f に

一様収束することをいう．

(iii) {fn}が fに (µ-)強概一様収束するとは，任意の

ε > 0に対して，すべての可測集合 Aについて

µ(A ∪Aε) ≤ µ(A) + ε

であるような可測集合 Aε が存在して，X \Aε

上で {fn}が f に一様収束することをいう．



非加法的測度論における先行研究（例えば [4, 6]）

では，弱バージョンの Egoroffの定理の結論が成立

するための条件，すなわち，上の定義 4で定義した

弱概収束が弱概一様収束を含意するための条件が

議論されており，例えば次の結果が得られている．

定理 1 [4, 6] µが下から連続かつ上から連続ならば，

弱概収束は弱概一様収束を含意する．

本稿では，これまで扱われていない強バージョンの

Egoroff の定理の結論の成立条件，すなわち，

強概収束が強概一様収束を含意するための条件を

議論する．

3 上限増分∆µと主結果

定義 5 µの上限増分 ∆µ : F → [0,∞]を

∆µ(A)
def
= sup

B∈F
[µ(A ∪B)− µ(B)]

（ただし，∞−∞ def
= 0）で定義する．

命題 1 上限増分 ∆µ は，µ(A) ≤ ∆µ(A) ∀A ∈ F

なる非加法的測度である．

命題 2 可測集合 N に関する次の 3 条件は互いに

同値である．

(i) N は µ-強零集合である．

(ii) N は ∆µ-強零集合である．

(iii) N は ∆µ-弱零集合である．

命題 2から，∆µは零加法的 [7]である．

系 1 可測関数列 {fn}が可測関数 f に µ-強概収束

することと，∆µ-弱概収束することは同値である．

命題 3 可測関数列 {fn}が可測関数 f に µ-強概一様

収束することと，∆µ-弱概一様収束することは同値で

ある．

系 2 µ-強概収束が µ-強概一様収束を含意する

ことと，∆µ-弱概収束が∆µ-弱概一様収束を含意する

ことは同値である．

系 2と定理 1から次の系が得られる．

系 3 ∆µが下から連続かつ上から連続ならば，µ-強

概収束は µ-強概一様収束を含意する．

∆µの下からの連続性と上から連続性それぞれの

十分条件を µのみを用いて表すことを考える．

命題 4 µが下から連続ならば，∆µも下から連続で

ある．

命題 5 µが一様劣加法的連続かつ順序連続ならば，
∆µは上から連続である．

注 2 µが上から連続であっても，∆µは上から連続で

あるとは限らない．

系 3と命題 4, 命題 5から次の主定理が得られる．

定理 2 µが下から連続，一様劣加法的連続，かつ順序

連続ならば，強概収束は強概一様収束を含意する．

4 おわりに

本稿では，これまで扱われていない，零集合の

定義 3 (ii)（強零集合）を採用したときのEgoroffの

定理の結論の成立条件を一つ与えた．これは，µに

関する強バージョンのEgoroffの定理の結論が，上限

増分 ∆µに関する弱バージョンの Egoroffの定理の

結論と同値であることを踏まえ，下から連続性と

上からの連続性の連言が，弱バージョンのEgoroffの

定理の結論が成立するための十分条件であるという

結果 [4, 6]を利用したものである．

弱バージョンの Egoroffの定理の結論の成立条件

には，下から連続性と上からの連続性の連言以外にも

複数あるので [6]，上限増分 ∆µ に関するそれらの

条件をµを用いて表すことによって，本稿の定理 2で

与えたものとは異なる成立条件を得ることが期待

される．これを今後の課題としたい．
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衡平分割の数学理論
Lyapunovの凸性定理と非加法的測度の応用について

佐柄 信純 (法政大学経済学部)∗

概 要
本講演の目的は有限測度空間における可測分割を交換経済における経済主体間の衡
平分割の問題として定式化し，研究の歴史的系譜を簡単に踏まえつつ，σ-代数上の
選好表現と解の存在定理に関する最近の結果を紹介することである．

Dubins and Spanier [10]の先駆的な研究以降，衡平分割理論では各経済主体の選好は確率測
度で表現されるという数学的仮定が標準的に採用されてきた．選好が確率測度で表現可能であ
ることは，効用関数が部分集合族の上で（可算）加法的であることを意味し，その当然の帰結
として限界効用は一定になる．すなわち，効用関数fは集合Aと共通部分を持たない任意の集
合Eに対し，f(A ∪ E)− f(A) = f(E)を満たし，効用の差分は現行の消費水準Aには依存し
ない．選好に関するこのような仮定を経済学的に正当化するのは困難であり，経済主体の選好
が非加法的効用表現を持つような経済学的条件を追求するのは，極めて自然な要請である．意
思決定理論の立場からは，σ-代数上の選好関係（完備性と推移性を満たす二項関係）は非加法
的測度として表現されるべきものである．
本講演では，ケーキや土地に象徴されるような分割可能な非同質的財に対する選好関係を効

用関数で表現するための公理系を考察する．最初に [16, 22, 23, 24, 25]で展開された可測集合の
凸結合の概念を導入し，σ-代数上の（準）凹関数を定義する．これらの概念はLyapunovの凸
性定理を用いて定義されるが，ベクトル空間の（準）凹関数と並行的な概念である．次にσ-代
数上の選好関係に単調性，凸性，連続性の3つの公理を導入し，選好関係がこれらの公理を満
たすことは単調，準凹，連続な効用関数が存在することと同値であることを示す（[22]参照）．
非加法的効用をともなう衡平分割問題の解の存在定理においても，Lyapunovの凸性定理が有
効に用いられる．本講演では代替的な衡平性の概念をいくつか紹介し，効率性と衡平性の両立
可能性とパレート最適無羨望分割の存在を示す（[17, 20, 23]参照）．
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Portmanteau定理の非加法化

河邊　淳 (信州大学工学部)

1. 発表概要

確率分布の収束に関するPortmanteau定理 (堅い皮で作られた大きな旅行カバン)によれば，確率

分布mn,m (n = 1, 2, . . . )の分布的収束，すなわち，任意のm-連続集合Bに対するmn(B) → m(B)

と，汎関数的収束，すなわち，任意の有界連続な非負関数 f に対する
∫
fdmn →

∫
fdm は同値と

なる．本発表では，非加法的測度の積算概念として重要なChoquet，Šipoš，Sugeno，Shilkret積

分汎関数が共通してもつ摂動性に着目し，これら非線形積分に対しも Portmanteau定理における

分布的収束と汎関数的収束が同値となることを報告する．

2. 非線形積分汎関数

X は空でない集合，Aは X の部分集合からなる代数とする．関数 f : X → [−∞,∞]は，各

t ∈ [−∞,∞]に対して，{f ≥ t}, {f > t} ∈ AのときA-可測といい，その全体を F(X)で表し，

F+(X) := {f ∈ F(X) : f ≥ 0}とおく．また，∥f∥ := supx∈X |f(x)| ≤ ∞とする．集合関数
µ : A → [0,∞]は，(i) µ(∅) = 0，(ii) A ⊂ Bならば µ(A) ≤ µ(B)のとき非加法的測度といい，そ

の全体をM(X)で表し，Mb(X) := {µ ∈ M(X) : µ(X) <∞}とおく．次の非線形積分は，非加
法的測度論及びその応用領域で広く用いられる．

定義 1. (µ, f) ∈ M(X)×F+(X)とする．

(1) Choquet積分: Ch(µ, f) :=

∫ ∞

0
µ({f ≥ t})dt

(2) Šipoš積分: Si(µ, f) := lim
P∈∆+

n∑
i=1

(ai − ai−1)µ({f ≥ ai})．

ただし，∆+は分割 P = {a1, a2, . . . , an} (0 = a0 < a1 < · · · < an <∞)全体に集合の包含

関係で定まる順序を導入した有向集合である．

(3) Sugeno積分: Su(µ, f) := sup
t∈[0,∞]

[
t ∧ µ({f ≥ t})

]
(4) Shilkret積分: Sh(µ, f) := sup

t∈[0,∞]

[
t · µ({f ≥ t})

]
3. 積分汎関数の摂動性

積分汎関数の摂動条件を定式化するため，測度を用いて関数の支配関係を定義する．

定義2. µ ∈ M(X)，f, g ∈ F(X)，δ ≥ 0とする．各 t ∈ Rに対して，µ({f ≥ t}) ≤ µ({g ≥ t})+δ
のとき，f は gにより (µ, δ)-支配されるといい，f ≺µ,δ gで表す．

以下では，φ(0) = limt→+0 φ(t) = 0を満たす関数 φ : [0,∞) → [0,∞)全体を Φで表し，Φに属

する関数を制御関数とよぶ．

定義 3. I : M(X) × F+(X) → [−∞,∞]は積分汎関数，i.e.，(i) 任意の µ ∈ M(X)に対して

I(µ, 0) = 0，(ii) 任意の µ ∈ M(X), f, g ∈ F(X)に対して，f ≤ gならば I(µ, f) ≤ I(µ, g)とする．

(1) 擬加法 ⊕ : [0,∞]2 → [0,∞] と 2 変数関数 θ : [0,∞]2 → [0,∞] が存在して，任意の µ ∈
M(X), n ∈ N, r1, . . . , rn ∈ (0,∞), A1, . . . , An ∈ Aに対して，0 = r0 < r1 < · · · < rnかつ



A1 ⊃ · · · ⊃ Anならば

I

(
µ,

n⊕
i=1

(ri ⊖ ri−1)χAi

)
=

n⊕
i=1

θ
(
ri ⊖ ri−1, µ(Ai)

)
のとき，Iは (擬加法⊕に関して)初等的，θをIの生成器という．ただし，⊖ : [0,∞]2 → [0,∞]

は a⊖ b := inf{x ∈ [0,∞] : b⊕ x ≥ a} で定まる擬減法である．

(2) 各 p, q > 0に対して，制御関数 φp,q, ψp,q ∈ Φが存在して，次の摂動条件 (P)を満たすと

き，I は摂動的という: (P) 任意の µ ∈ M(X), f, g ∈ F+(X), ε ≥ 0, δ ≥ 0 に対して，

∥f∥ < p, ∥g∥ < p, µ(X) < q, f ≺µ,δ g + ε ならば I(µ, f) ≤ I(µ, g) + φp,q(δ) + ψp,q(ε)．

関数 θ : [0,∞]2 → [0,∞]は次の 3つの条件を満たすとき適正という:

(i) 任意の a, b, c ∈ [0,∞]に対して，b ≤ cならば θ(a, b) ≤ θ(a, c)．

(ii) b, c ∈ [0,∞]とする．任意の r ∈ (0,∞)に対して θ(r, b) ≤ θ(r, c)ならば b ≤ c．

(iii) 任意の r ∈ (0,∞)と空でない任意の B ⊂ [0,∞]に対して，sup θ(r,B) = θ(r, supB)かつ

inf θ(r,B) = θ(r, inf B)．

命題 1. 積分汎関数Ch，Si，Shは初等的かつ摂動的で，その生成器 θ(a, b) := a · bは適正．一方，
積分汎関数 Suは初等的かつ摂動的で，その生成器 θ(a, b) := a ∧ bは適正．

4. 非加法的Portmanteau定理

以下では，(X, d)は距離空間，Aは X のすべての開集合を含む集合体とする．X 上の実数値

有界連続関数全体を Cb(X)で表し，C+
b (X) := {f ∈ Cb(X) : f ≥ 0}とおく．また，X 上の実数

値有界 Lipschitz関数全体をBL(X, d)で表し，その有界 Lipschitzノルムを ∥f∥BLとする．また，

BL+(X, d) := {f ∈ BL(X, d) : f ≥ 0}とおく．

定理 1. 積分汎関数 I : Mb(X)× C+
b (X) → [0,∞]は初等的かつ摂動的で，その生成器は適正と

する．{µα}α∈Γ ⊂ Mb(X)は有向列，µ ∈ Mb(X)とする．次の 3つの条件は同値:

(i) 任意の f ∈ C+
b (X)に対して，I(µα, f) → I(µ, f)．

(ii) 任意の µ-正則開集合 U と任意の µ-正則閉集合 F に対して，µ(U) ≤ lim infα∈Γ µα(U)かつ

lim supα∈Γ µα(F ) ≤ µ(F )．

(iii) 任意の µ-強正則集合B ∈ Aに対して，µα(B) → µ(B)．

次の定理は有界 Lipschitz関数の有界集合上での汎関数的収束の一様性を示しており，連続関数

の集合に対するコンパクト性判定条件として有名なArzelà-Ascoli定理を巧妙に用いて示せる．

定理 2. 積分汎関数 I : Mb(X)×C+
b (X) → [0,∞]は初等的かつ摂動的で，その生成器は適正とす

る．{µα}α∈Γ ⊂ Mb(X)は同程度一様自己連続な有向列，µ ∈ Mb(X) は一様自己連続かつRadon

とする．次の 3つの条件は同値:

(i) 任意の f ∈ C+
b (X)に対して，I(µα, f) → I(µ, f)．

(ii) 任意の f ∈ BL+(X, d)に対して，I(µα, f) → I(µ, f)．

(iii) 任意の r > 0に対して，sup{|I(µα, f)− I(µ, f)| : f ∈ BL+(X, d), ∥f∥BL ≤ r} → 0．
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