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３次元空間において１本の閉じた紐を結
び目と呼び、その一般化、互いに交わらな
い有限個の結び目の和集合を絡み目と呼ぶ。
かつて 19世紀にはガウスが絡み目の絡
まり具合を記述する（後にマクスウェルに
より再発見された）公式を電磁気学から導
き出し、また平面曲線を文字列で考察して
いた。それは「ガウスによるガウスのため
の結び目研究」であったろう。その後、ケ
ルヴィン卿が渦原子論、いうなれば「世界
は結び目でできている」と提唱し、テイト、
マクスウェル等も参画したとされる結び目
研究は「物理学者による物理のための結び
目研究」だったと考えられる。
テイトは「結び目の表」を作成した。テ
イトの時代には、「与えられた結び目がほ
どけるかほどけないか」、「２つの結び目が
移り合うか否か」を判定することに役立つ
写像（結び目不変量と呼ばれる）はなかっ
たはずなので、リストアップは困難を極め
たことであろう。結び目を何らかの方法で
すべてリストアップすることは現代数学に
おいても重要課題の一つである。それを完
遂するため「２つの結び目が移り合うか否
か」を完全判定する結び目不変量の発見も
重要課題となっている。テイトはこの数学
の根本問題に関して、予想を提唱している。
ジョーンズ多項式（1984年）が現れるころ
まで長い間解決せず、テイト予想と呼ばれ
た。しかし、その後ケルヴィンの渦原子論
の否定があった。そのためだろうか、結び
目の物理研究は依然続いたはずだが、ケル
ヴィンらの「物理のための結び目理論」は
いつしかトポロジーの一分野「結び目理論」
として「数学者による数学のための結び目
研究」として引き継がれたようである。

1927 年のライデマイスターの定理は１
つの結び目が２つの平面投影図を持つと
き、それらが移り合う必要十分条件を与え、
1928年には結び目に関するアレクサンダー
多項式という写像が発見された。テイト予
想はライデマイスターの平面投影図による
結び目の理解に深く関わるものであり、ア
レクサンダー多項式は結び目の構造を映し
出すことは現在明らかになっている。
ジョーンズ多項式がウィッテンによって
チャーン-サイモンズ理論のウィルソンルー
プの期待値として解釈され、物理学の結び
目理論は脚光を浴びた。数学においても
ジョーンズ多項式はコンツェビッチ不変量
の理論、リー環に対応するコード図を用い
た積分理論が広く展開された。この時期の
結び目理論研究は物理学による刺激により、
爆発的なものとなった。その後、ガウスの
平面曲線論のアイディアを広く一般化した
トゥラエフによるナノワード理論によって
コード図の概念は精密に研究され、ジョー
ンズ多項式は結び目の情報をすべて使って
いるわけでないことが証明された。

2000年代に入り、ホモロジー論を使って
ジョーンズ多項式は新たな物理パラメー
ターを獲得することになる。このパラメー
ターを解釈しようとする物理研究が盛んに
行われ、引き続いている。またDNAにお
ける生物研究、高分子化合物や材料といっ
た化学研究、飛行機の揚力や量子渦糸の物
理量を計算する物性物理、あるいは統計物
理や場の理論の研究において結び目理論は
陰日向に顔を出している。結び目の数学が
分野問わず「世界を理解する一つの手段」
として捉えられ、物理研究を積極的に発展
させる時代に再びなったのかもしれない。
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1. 結び目の平面投影図とテイト予想
結び目とは１本の閉じた紐のことであり、絡み目とは有

限個の互いに交わらない結び目たちの和集合のことである。
最近は、結び目を並べたリストを目にすることも多くなっ
た（図 1）。結び目は連続的に動かしたものを同一視し、幾

図 1 ある結び目たちの表（niのnは２重点の数、iはロルフセン (Rolfsen)
の著書1) における番号付け）

何学的な対象とするものである。これが、例えば物性物理
では流体の渦糸、素粒子物理では、D-ブレーンたちの交差、
化学では分子の部分グラフ、生物では２重らせんのDNAと
して現れ、世界を記述していくのである。数学の場合は定
義（この「連続的に動かす」というところ）に曖昧さを残
したくない学問なので、例えば同相（トポロジカルに空間
が同値であること）という概念を使って定義する1。

定義 1 (結び目とその同値性). 滑らかな埋め込み f : S1 →
R3の像をK と書き、結び目と呼ぶ。このとき、この f を
fK と書く。K とK ′を２つの結び目とする。このとき、K

とK ′が同値であるとは、滑らかな連続写像 F : R3 × [0, 1]
→ R3が存在して各F (x, ·) : R3 → R3は同相写像（全単射
連続で逆も連続な写像）でF (K, 0) = KかつF (K, 1) = K ′

を満たすことをいう。

このように連続的に動かすことができて無限の形をとる
結び目をどう捉えたら良いだろうか？一つの方法として図
1 のように平面につぶれない形2で投影して絵を描き上げ
る方法がある。これは直感的でわかりやすい。空間内の結
び目を投影した曲線から、結び目を回復できるよう、各々
の２重点をなすパスの上下を上パス（over-path）、下パス
（under-path）として指定するのである。これを結び目射影
図と呼ぶ。物理学者によるテイト予想3（予想 1）は射影図

1定義 1 以降はこのような数学スタイルはなるべく横に置き、直感に
重きをおく記述にしていくことにする。

2射影の仕方を選べば３重点や接点が出なく、自己交差は横断的な２重
点のみとするようにできる。

3人名はなるべくカタカナ表記をするが、定まらない場合は英語表記と
した。

を使って述べられた。用語説明は後にして内容を述べよう4。

予想 1 (テイト (Tait)2)). (第 1予想) 交代結び目の既約交
代図式の交点数はその結び目にとって最小である。

(第 2予想) 交代結び目K の既約交代図式D, D′ に対し
て捻り数は変わらない。すなわち、w(D) = w(D′)。

既約交代図式（定義 2）、テイト数 w(D)（定義 3）は以
下のようにして定義される。

定義 2 (交代図式、交代結び目、既約交代図式). K を結び
目とする。Kの結び目射影図D上の１点 p0から出発して、
D をたどり p0 に戻るとき、２重点に関し上パスを通過す
るのと下パスを通過するのが交互に現れるならば、Dを交
代図式とよぶ。交代図式を１つでももつ結び目は交代結び
目と呼ぶ。結び目射影図Dに対して、ある単純閉曲線Cが
存在して交点１点 D ∩ C のみで横断的に交差する（図 2）
ならば、Dは可約であるとよぶ。可約でない図式は既約図
式とよぶ。既約な交代図式を既約交代図式とよぶ。

図 2: 可約な図式 D と単純閉曲線 C

定義 3 (交点、交点の符号、捻り数（テイト数）). 結び目
射影図の２重点を交点とよぶ。交点のうち、上パスが進む
方向に右ねじを重ねておいたとき、ネジが締まる方向に下
パスが進むならば正交点、ネジが緩む方向に下パスが通る
ならば負交点とよぶ（図 3）。結び目射影図 D のすべての
交点 pに渡った、この符号和

∑
p ε(p)を w(D)と書いて捻

り数（テイト数）とよぶ。

図 3: 右ねじと上パス（左）、正交点（中）と負交点（右）

テイトの第 1予想、第 2予想は予想から 100年程経って
村杉邦男3)（1987年）により、ジョーンズ多項式5（第 3章）
を用いて解決された。実はテイトの第 2予想のオリジナル
ヴァージョンは、交代結び目に限っておらず「結び目K の
最小交点数をもつ結び目射影図D, D′に対して、捻り数は
変わらない」というものであった。それを理由にこれまた
100年ほどの間、捻り数が違う図 4の２つの結び目は異な
る、と信じられてきたのである（パーコ4) が重複を発見し
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図 4 左は捻り数が 8、右は 10となる同値な結び目の２つの結び目射影図

た）。このように、結び目を扱うときは、見えている直観
を大事にして考えることと、直観を疑って論理で詰めてい
くことの両方が試される。テイトの既約交代図式を簡単な
ものから並べるというリストアップは理にかなっていたが、
非交代図式においては、時に人間の直観を裏切るようなこ
ともおきたというわけである。読者は図 4の２つの結び目
が等しいということを模型をつくって「簡単に」示すこと
ができるだろうか？

2. ガウス積分における物理的計算と結び目の数学
では、結び目や絡み目を判別するにはどうしたらよいだ

ろうか？電磁気学におけるガウスの方法に倣い、考えてみ
よう。まず閉曲線C1, C2により非自明な中でもっとも単純
なホップリンクという２成分絡み目を思い浮かべる。その
とき C2 に大きさ I の電流を流すとビオ・サバールの法則
は、µ0 を真空の透磁率、B(x)を磁場（磁束密度）として

B(x) =
Iµ0

4π

∫
C2

f ′(s) × (x − f(s))
|x − f(s)|3

ds (1)

となることが知られている．この C2 に電流が流れている
としてできる磁場による (Iµ0)−1B(x)を C1 上積分すると

1
4π

∫
C1

∫
C2

det(g(t) − f(s), f ′(s), g′(t))
|f(s) − g(t)|3

dsdt (2)

となる。これらはビオ・サバールの法則からアンペールの
法則を導くときの基本的な考察により導かれるので読者の
皆さまにとっては馴染み深いことだと思う。数学でもガウ
ス積分と呼ばれる。ところで (1)、(2)を物理の設定を変え
て眺めてみることもできる。C2が飛行機の翼端や竜巻にみ
られるような高レイノルズ数の流れが発生しているときは、
結び目の一部のように細長い領域（渦糸）に渦度が集中す
ると見なされる。このとき (1) の C2 を渦糸、µ0I を渦糸
C2の強さ Γ（循環）に差し替えると (1)の左辺は速度場を
表すものとみなされる。ここで渦糸の強さ Γは揚力の構成
要素の一つとなる量である。このとき、C1も渦糸だとする
と (2)からきまる積分値 α12 と渦糸 Ci の強さ Γi(i = 1, 2)
からなる α12Γ1Γ2は非粘性流の保存量（トポロジー的不変
量）であるヘリシティとして知られ、渦線の絡み具合を表
す（この量は n成分に一般化される）。

4いわゆるテイトの最終予想はここでは省略する。
5ジョーンズはこの発見を含む業績により、フィールズ賞を受賞した。

数学ではこの積分値を写像度とみなす。ガウス写像

φ : S1 × S1 3 (s, t) 7→ f(s) − g(t)
|f(s) − g(t)|

∈ S2

と S2 の面積要素

ωS2 =
x1dx2 ∧ dx3 + x2dx3 ∧ dx1 + x3dx1 ∧ dx2

|x|3

を用いた引き戻し φ∗(ωS2)は微分形式の基本的な計算によ
り (2)の被積分関数となることがわかる（筆者は今井淳の
文献5)を参照した）。単位球面の面積は 4πだからトーラス
T 2を用いて (2)は

∫
T 2 φ∗ (ωS2

4π

)
とかける。これは単位球面

をトーラスの φによる像が符号付きで何重に覆っているか
をカウントしており（したがって積分値は整数である）、よ
り正確には微分形式によるコホモロジー（ド・ラムコホモ
ロジー）によって記述され、写像度と呼ばれる。これは C1

やC2を互いが交わらないように動かしても変わらない。実
際、C1やC2をパラメーター u ∈ [0, 1]で動かすとして、そ
れぞれに対応する φを φ0（始点での φ）、φ1（終点での φ）
とする。記号 fu(s)、gu(t)を考えると

Φ : T 2 × [0, 1] → S2; Φ(s, t, u) =
fu(s) − gu(t)
|fu(s) − gu(t)|

∈ S2

によってパラメーターで動かした写像度は (3)のようにス
トークスの定理（２つ目の等号）と dωS2 = 0により従う。∫

T 2
φ∗

1(ωS2) −
∫

T 2
φ∗

0(ωS2) =
∫

∂(T 2×[0,1])

Φ∗(ωS2)

=
∫

T 2×[0,1]

dΦ∗(ωS2) =
∫

T 2×[0,1]

Φ∗(dωS2) = 0.

(3)

電流、あるいは渦からなる保存量が積分と相互連絡するコ
ホモロジーで記述されるとき、数学者は身を乗り出すもの
である（きっと物理学者もそうであろう）。ガウス積分は２
つの S1である C1、C2にそれぞれパラメーター s, tをおい
てその g(t)− f(s)の単位ベクトルをみていた。これを模式
的に表しガウス積分を 〈 - , ·〉と書いたりもする。この
とき右側にはC1、 C2からなる絡み目 Lの情報を読み込む
ナノフレーズ wL（具体例は第 6章の図 14）を表示するガ
ウス図 GL が入る。先に述べていたように S2 を φ(T 2)が
何重に覆うのか、という幾何的な値は φの正則値（特異点
ではない点たちの像）q0 ∈ S2 を一つとって φ−1(q0)をみ
ればわかる。正則値だから φ−1(q0)は有限個（例えば k個）
の点からなる集合 {pi | i = 1, 2, . . . , k}である。それぞれ
の点 pi につき微分 Dpiφによって det Dpiφの正負による
符号 sgnが定まる。一般論から、あるいは直感的に S2 を
φ(T 2)が何重に覆うか、という理解から、この符号和は写
像度だとわかりガウス積分は∑

pi∈φ−1(q0)

sgn(pi)
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となる。この符号 sgnは piに対応する f(si)− g(ti)の向き
が S2の向きと合うか反対かによって正負を定めていると言
い換えられる。したがって q0を見下ろして f(s)、g(t)のう
ち、一方が他方の下に交差していて、かつ q0が正則値であ
ることからその交差は横断的となっている。これは第 1章
のごとく（ただし q0の方向で）平面射影図を考えたときに
各交点として pi（i = 1, 2, . . . , k）が現れ、その符号 sgn(pi)
の総和を計算していることに他ならず、これは絡み数と呼
ばれ、lk(C1, C2)と書かれる。かくして

ガウス積分 =
∑

pi∈φ−1(q0)

sgn(pi) = lk(C1, C2)

が得られ、左辺はしばしば記号 〈 - , ·〉で表される。 -

のコードはパラメーターの組 (s, t)のペアリング、またコー
ドの向きは、どちらのパラメーター側から見下ろしたかを
表している。上記で紐に置くパラメーターの組を増やし、
紐全体を調べ尽せば、曲線Ciに沿った粒子の振る舞いだけ
でなく、DNA、高分子化合物、磁場、飛行機、竜巻などあ
らゆる場面で現れる渦や紐の絡み具合を調べる保存量、数
学的には結び目や絡み目を調べる不変量がたくさん得られ
るのではないか、というのは自然な考え方である。例えば、
結び目の場合に、コードを増やしていくと次のように不変
量が得られていく（円周上の点は基点を表す）。〈

I� , ·

〉
,

〈
2 	R6 + -

?6 , ·

〉
, . . .

このような形の不変量は結び目に対してバシリエフ不変
量と呼び、より広い数学的対象を視野に入れたときは有限
型不変量（finite type invariants）とも呼ばれる。第 3章
において R行列の観点から解説するジョーンズ多項式は、
その変数 qをテイラー展開した係数がどれもバシリエフ不
変量となるような量子パラメーター qに関する絡み目の量
子不変量として知られている6)。一方でレーザー冷却で実
現されるボース凝縮体中の超流体の量子渦において、量子
渦糸モデルも上記のビオ・サバールの法則により記述がな
される。局所近似ではない大域的な量をあらわすガウス積
分やその一般化（=有限型不変量）は、量子渦や位相欠陥
が関係する物性においても新たな展開を期待させる。ヘシ
リティは有限型不変量と渦糸の強さの項からなり、前者も
後者も異なった文脈で量子化がなされていることは興味深
いといえよう。このように結び目不変量は場の理論の研究
や統計力学における理論では、かなり前からその重要性は
指摘されて研究の対象となってきたが、これからは物性理
論においてもその重要性は増すのではないかと考えられる。
また重要な注意として、バシリエフがその不変量を 1990年
に導入して以来、数学者を引きつけ続けている次の予想を
紹介しておく。

予想 2 (バシリエフ予想). 任意の２つの結び目はバシリエ
フ不変量により、判別されるだろう。

以降では統計物理の観点より導入されるジョーンズ多項式
（第 3章）、物理理論に新たなパラメーターを加えたジョー
ンズ多項式の一般化（第 4章）、電磁気学からのガウス積
分に現れたコード図の一般化・精密化であるナノワード理
論（第 6章）を紹介し、最近のバシリエフ予想に関する展
望の記述を試みたい。

3. ジョーンズ多項式
ミクロの状態からマクロの状態を統計的に推論し理解す

る統計力学は、原子論的な立場から理論的に研究する物性
物理学の基盤である。そこでは物理の巨視的な動きを統計
力学の模型から説明しようとする。そのために考えられる
状態（ステイト）の総和を記述する分配関数を定義する。そ
して与えられた模型の分配関数が具体的に記述される時は
可解だとされる。可解模型は結び目不変量と密接に関連し、
結び目不変量を導く可解模型が何であるか、可解模型はど
のように結び目不変量を導くか、ということは興味が持た
れることである。特にジョーンズ多項式は２次元統計力学
から導かれることがわかっている。そして模型が可解であ
る十分条件はヤン-バクスター方程式で与えられる。本章で
は分配関数を与える２次元におけるステイト（状態）から、
簡単な方法でジョーンズ多項式を導入する。まず結び目射
影図に対するボルツマンウエイト wtの定義を与えよう。
結び目射影図Dの交点 cの十分小さな近傍N(c)に対し、

近傍 N(c0)タイプ、N(c1)タイプという２通りの取り替え
を行う（図 5）。この取り替えはスプライス（splice）と呼
ばれる。n交点を持つDに対して、各交点で２通りのスプ
ライスを行うと、D に対しては合計 2n 通りのスプライス
が考えられる。写像 {c | cは D の交点 } → {0, 1}の決め
方は 2n通りあり、その各々に対応する平面上の円周配置を
Dのステイト sと定義する。sが含むN(c0)タイプの個数
からN(c1)タイプの個数を引いた数を σ(s)としよう。ステ

図 5: N(c) に対する N(c0) タイプ、N(c1) タイプ

イト sに入る円周の個数を |s|と表記する。ステイト sのウ
エイト wtを (4)で定める。

wt(s) = Aσ(s)(−A2 − A−2)|s|. (4)

このとき分配関数の観点から、その総和としてジョーンズ
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多項式は (5)により与えられる。

VK(A) = (−A)−3w(D)
∑

s

wt(s). (5)

4. ジョーンズ多項式の圏論化（categorification）
ジョーンズ多項式はテイラー展開によりバシリエフ不変

量の母関数とみなされる。バシリエフ不変量は物性物理（材
料化学）への応用がなされ7)、ジョーンズ多項式とその一般
化は素粒子物理の観点から捉えられた。ところが 2000年
ごろ、これらの枠組みから一段階はみ出すようなパラメー
ター tを導入する形でジョーンズ多項式は拡張された：∑

i,j

tiqjrankHi,j(K) (t = −1なら、ジョーンズ多項式).

(6)
Hi,j は iについてのホモロジーであり、ジョーンズ多項式
の圏論化と呼ばれ、Topological quantum field theory を
導く。
一方、ある変数Aのジョーンズ多項式に対応するヤン-バ

スクター方程式の解 (R行列)は次で与えられる（I は単位
行列、U はある行列）：

A 0 0 0
0 0 A−1 0
0 A−1 A − A−3 0
0 0 0 A

 (= AI + A−1U). (7)

本章では R行列 (7)の成分を詳しく見ることで、この圏論
化のようすを眺めてみたい。そのために図 6ような結び目
射影図D（輪切り図式）を使って第 3章の統計力学的な議
論をさらに掘り下げてみよう。輪切り図式はまっすぐな縦

図 6: 結び目射影図（左）と輪切り図式（右）

線の他、基本パーツと呼ばれる交点、極点（極大点もしく
は極小点）の組みわせで書き表される。ステイトの全ての
円周に sに任意のやり方で向きを考えたものを ŝとしよう。
その局所的なウエイトは次のように決められる。

• スプライスされた交点がN(c0)タイプなら A, N(c1)
タイプなら A−1 を、その交点のウエイトにかける。

• 輪切り図式の sに対して極点は反時計回り（時計回
り）ならば (−A2)1/2（(−A2)−1/2）をかける。極点
を含まない縦線は (−A2)0 = 1をかける。

図 7に 3例あげておく。このように基本パーツ Eから決ま

図 7 交点または極点（左）、向き付きのステイトのパーツ（中）、ウエイ
ト（右）

る ŝの局所部分 E(ŝ)のウエイトを定義すると wt(s)は、

wt(s) =
∑

ŝ

∏
E(ŝ)

wt(E(ŝ)) (8)

ともかける。ここで輪切りの端点に入っている向きに対応
して、上方向を e1、下方向を e0 とすれば、輪切りの横線
における行列の積の意味を与える。なぜならば、mは輪切
りの切り口に出ている紐の端点の数とすると輪切りの横線
に２次元ベクトル空間 V = 〈{e0, e1}〉をm個テンソル積し
た空間 V ⊗m、また、２つの隣り合う輪切り線の間は線型写
像だとみなすことができるからである。特に、ある線型写
像 V ⊗ V → V ⊗ V はジョーンズ多項式を導く２次元表現
と対応するものとして知られ、交点にはヤン-バクスター方
程式の R行列が対応している6。例えば、図 7の最初の例
は、(7)の U 側の (3, 3)成分に対応している。構成上、状
態 ŝたちは状態 sたちを細分化しておりジョーンズ多項式
VK は次で与えられる。

VK(A) = (−A)−3w(D)
∑

D のŝ

∏
E(ŝ)

wt(E(ŝ)). (9)

(9)の右辺は、向きのついた結び目射影図Dの取り方に依
らないことは、ライデマイスター変形（図 9）をチェック
して確かめられる（読者は「不変性の証明」が第 2章のス
トークスの定理で示した方法と比較して雰囲気が異なるこ
とを実感してみてほしい）。ステイト ŝは、ステイト sを
細かくとっているので、細分化されたステイト (enhanced

state, refined state)と呼ばれ、大文字 S により表記さ
れる 7。(4)からわかるように wtは二項係数分だけさらに
細かくとることになり、sの中で反時計回りに向き付けら
れた円周の個数から時計回りに向き付けられた円周の個数

6参考文献として村上順の著書8) を挙げておく。
7この訳語は奈良女子大学の小林毅教授が一緒に考えてくださった。
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を引いた数を τ(S)として τ(S) ≡ |s| (mod 2)を用いれば、

VK(A) = (−A)−3w(D)
∑
S

(−1)τ(S)Aσ(S)−2τ(S)

=
∑
S

(−1)
w(D)−σ(S)

2 qw(D)+
w(D)−σ(S)

2 +τ(S)

=
∑
S

(−1)i(S)qj(S).

最後の行は i(S), j(S)を i(S) := w(D)−σ(S)
2 , j(S) := w(D)+

w(D)−σ(S)
2 + τ(S) と定義することによる等号である。この

とき Z/2Z 係数の加群 Ci,j(D) を8Ci,j(D) = Z/2Z[{S :
D の、交点に関する向き付けをもつ細分化されたステイ
ト | i(S) = i, j(S) = j}] により定める。境界作用素
di : Ci,j(D) → Ci+1,j(D)を

di(S) =
∑

S の N(c0) タイプの交点

T

（ステイト T とステイトSの対応は図 8のリストにより定め
る）によって定義することで整数 jごとの複体 {Ci,j(D), di}i∈Z

図 8 フロベニウス演算（反時計回りの円周を 1、時計回りの円周を xと
記載している）。写像を表す矢印の左をステイト S、右をステイト T と
する。

から得られるホモロジー群Hi,j(D)が定まる。数学の議論
によりHi,j(D)は結び目K の射影図Dに依らないことが
証明されるので、Hi,j(K)と書かれる。

定理 1 (ホバノフ, 2000). Kを向きの入った結び目、J(K)(q)
を自明な結び目に対し q + q−1 の値を返すジョーンズ多項

8議論を加えることで Z 加群による定義も得られるが、ここでは割愛
する。

式とする。結び目不変量Hi,j(K)が存在し次を満たす：

J(K)(q) =
∑
i,j

(−1)iqj rankHi,j(K).

ここまで統計力学の観点を保持したホバノフによるホモ
ロジーHi,j(K)のビロの再構成を解説してきた。同じよう
な方法により新しい物理パラメーターは次々に作成できる
だろうか、という問いは興味深く、しかし一般に難問であ
る。そのためには、結び目不変量であることを裏付けるホ
モロジーにおける関係式を深く理解しておくことが重要で
ある。ホバノフホモロジー群Hi,j(D)が結び目不変量であ
ることはTQFT（Topological Quantum Field Theory）の
観点から，曲面の圏からの函手により得る方法が有名であ
る。一方で、論文9)でビロが主張するように、鎖ホモトピー
をこの細分化されたステイトの関係式として直接与えてお
く必要もある9。３種類のライデマイスター変形のうち、鎖
ホモトピーとレトラクションの明示式はRI についてビロ
9)が、RII、RIII については筆者11)により与えられてい
る。ホバノフホモロジーは変種としてリーホモロジーを生
み、結び目種数におけるミルナー予想の再証明へとつながっ
ていった10。なおホバノフホモロジーとリーホモロジーを
含む一般的な TQFTによるホモロジー14) が図 8に２パラ
メーターを入れることで得られるが、その構成によるホモ
ロジーについての鎖ホモトピー明示式の一般式とレトラク
ションの明示式も筆者により得られている15)。

5. 結び目射影図とバシリエフ不変量
第 2章では物性物理で見られるガウス積分を元に結び目

を３次元空間において扱う方法を、第 3章では２次元にお
ける可解模型の観点からジョーンズ多項式を定義した。こ
こでは２次元における結び目射影図で結び目を扱うことで
見逃している点について少し触れ、その中間的な立場にあ
るナノワード理論へと入っていこうと思う。バシリエフ不
変量は強力なのは間違いがないが、取り扱いについては次
のÖstlund16) の注意がある11

定理 2 (Östlund16), 2001). バシリエフ不変量はRII の独
立性は導かない。すなわち次が言える。結び目射影図全体
の集合からアーベル群に値をとる写像 v を考える。v が有
限型であり、かつRI, RIIIで変わらないなら、RIIにお
いても不変である。

ここで、ジョーンズ多項式がトポロジー不変量であるこ
とを示す時に使われる、結び目の同値性に関する古典的な
事実を対比させよう。

9これは単なる再構成の分析ではない。例えば、ホバノフホモロジーが
（符号を除いて）函手性をもつことが証明された際、その一つの方法は、
フロベニウス演算を詳しく見てなされたものである10)。

10ラスムッセン12) による。ミルナー予想までの日本語による解説は拙
著13) に詳しく記載した。

11この問題周辺の総説は少ない。拙著17) を挙げておく。
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図 9: RI, RII, RIII

定理 3 (ライデマイスターの定理 (1927)). ２つの結び目K

と K ′ が同値であることの必要十分条件は、ライデマイス
ター変形と呼ばれる３種類の局所変形RI, RII, RIII か
らなる有限列で移り合うことである。

テイト予想、あるいは可解格子模型の考えで、結び目K

の結び目射影図DK を使って研究していく時に、予想 2で
完全不変量だと期待されるバシリエフ不変量 v の同値性
v(DK) = v(D′

K)が、結び目の同値性とは等しくあってほ
しいと思うのは自然である。したがってライデマイスター
の定理を改良し、RIIを取り除くことができるのではない
か、という期待がでた（予想 3）。

予想 3 (Östlund予想). 任意の平面曲線に対して、図 10の
２種類の局所変形RI, RIIIからなる、ある有限列が存在し、
交点のない平面曲線となるだろう。

図 10: RI, RII, RIII

期待通りなら、結び目射影図を用いた結び目・絡み目の
解析方法が根本的に変わり、バシリエフ不変量を足し上げ
ているジョーンズ多項式への考え方も変わってくるはずだ。
しかし近年、予想 3 (Östlund予想)の反例がでた。

定理 4 (Hagg-Yazinski, 2014). 図 11 左端の平面曲線は、
RIとRIIIによる、どんな有限列をもってきても、交点のな
い形にはならない。

この平面曲線をながめていると、２辺形を数珠のように
増やしていくことにより、Östlund予想の反例がたくさん
作成できる。また、内側・外側の４辺形を n (≥ 5)辺形に
したり、取り囲む２辺形の取り囲み方を多重化したりして、
一般化できる19)である（図 11）。15交点以下ではどうなの
か、また、最小交点が奇数の場合に反例は存在するのか？
という問題については、最近 15交点の例が証明された（定
理 5） 12。

定理 5 (伊藤-瀧村19), 2016 ). 図 12の平面曲線は、どんな
RIとRIIIの有限列によっても、交点のない形にはならない。

Östlund予想の反例で 14交点以下のものがあるかは、未
解決なままである。一方、RIと他のライデマイスター変形

12横山知郎によって最初にその可能性を指摘された。

図 11: Hagge-Yazinski の例（左端）と伊藤-瀧村19) による一般化

図 12: 15 交点の平面曲線

の組み合わせにおけるバシリエフ型不変量の組織的な構成
方法は、ごく最近与えられた20, 21)。

6. ナノワード理論とバシリエフ予想
ナノワード理論は 2005年ごろからトゥラエフにより導

入された22)。モチベーションとしては一つ目に 2 + 1次元
のTQFT（Topological Quantum Field Theory）の観点か
ら、曲面上の曲線のトポロジカルな生成元で「良いもの」
を得たいということ、二つ目に結び目の「絡み具合」の情
報を明示的に捉まえること、三つ目に後述するような被覆
理論の展開ということがあったと考えられる。それではナ
ノワードを紹介したい。

αを集合、n̂ = {1, 2, . . . , n}とする。α上の長さ n(≥ 1)
のワードは w : n̂ → α と定義する。長さ 0 のワードは ∅
とする。アルファベット α, α′ に対し、写像 f : α → α′ は
α上のワード wと α′上のワード w′を文字ごとに移す写像
f] : α上のワードからなる全体集合 → α′ 上のワードから
なる全体集合を誘導する。言い換えるなら、文字集合間の
写像 f が文字列集合間の写像 f] を決めることを「f が f]

を誘導する」というのである。図 13を見てみよう。ここで
は文字列 ababaは単なる文字列ではない（曲線の特異点の
位置のオーダーを記述している）。この幾何的な対象を被覆
（covering）する対象があったとき、被覆される側（ここで
は ababa）のトポロジカルな不変量は被覆する空間におけ
る対象の不変量を導く。定義 4以降の α-アルファベットと

7 日本物理学会誌 Vol. 1, No. 1, 2019



図 13: 文字列に幾何的な構造の被覆（covering）を考えていく。

ワードの組からなるナノワードの理論というものはこのよ
うな手の届く空間を使って手の届かない空間に手を伸ばす
「結び目の圏論化」の理論である。

定義 4 (α-アルファベット). α, Aをそれぞれ集合とする。
Aが | · | : A 3 A 7→ |A| ∈ αなる projectionと呼ばれる写
像を持つときに Aを α-アルファベットとよぶ。２つの α-
アルファベット A, A′ に対して射 A → A′ とは、写像 f :
A → A′ が |A| = |f(A)|を満たすもののことである。この
f が全単射ならば A, A′ の同型と呼ぶ。

定義 4は projectionという１段階の文字の coveringを考
えているだけなのであるが、このシンプルな仕掛けは十分
豊富な情報、α上のエタールワードを生み出す。

定義 5 (エタールワード). αをアルファベットとする。A
を α-アルファベットA、wをA上のワードとする。(A, w)
をエタールワードとよぶ。２つのエタールワード (A, w),
(A′, w′)が同型であるとは、同型 f : A → A′が誘導する f]

が f]w = w′ を満たすことをいう。

定義 5 において、α は A、A′ から projection を持って
いる13。ここでエタールワードの情報の豊富さを見るため
に、かなり特殊な場合を考えてみよう。例えば αの元が２
つしかない場合、ありとあらゆる文字列の各文字が、2種類
（例えば紅白）の色分けがなされる。実は、驚くべきことに
ジョーンズ多項式のすべてはそのような文字列によって十
分に記述されてしまう。さらには結び目それ自体も、4元
の αと対応する。すなわち結び目とは文字たちを４種類の
色分けをした、（以下のように特別な）エタールワードで十
分に記述できる幾何的対象なのである。準備して述べよう。

定義 6. 同じ文字がちょうど２回ずつ現れる文字列をガウ
スワードと呼ぶ。

定義 7. αをアルファベットとする。Aを α-アルファベッ
トA、wをA上のワードとする。wがガウスワードである
エタールワード (A, w)を α上のナノワードとよぶ。

ここで特に αとして α∗ = {a+, a−, b+, b−}という４元
集合をもってくる（対応さえわかれば {1, 2, 3, 4}でも構わ
ない）。すると、α∗ 上のナノワードの同値類全体は結び目
全体を単射で埋め込んでいる。この意味は大きい。結び目

13この projection の様子を代数幾何学の言葉を用いて “α のエタール
被覆”とも呼んでいる22)。

を何らかの意味で被覆する幾何的対象が一般のナノワード
で捉えられるなら、それは結び目不変量として使用できる
対象であることを意味するからである。また、反対方向に、
結び目の情報の一部（αの要素が少ないナノワード）を使っ
てトポロジカルな不変量が作成できるならば、それは（扱っ
ているナノワードの間に函手性のある状況ならば）結び目
不変量として使うことができるからである。
では、結び目がナノワードで記述されることを具体例（図

14）を見ながら理解しよう。a±, b±は交点に付随する情報
で+, −は定義 3の符号を表し、a, bは紐の上にスタート地
点（基点）をつけた時に結び目射影図上の交点でどちらが
先に通過するかを表す情報である。基点で紐を切って、そ

図 14: long knot とナノワード

の端点をある軸（例えば x軸）に関して十分遠く（理論と
して正確には −∞ と∞）にそれぞれ引っ張って置く。こ
のようなモデルを long knotと呼ぶ。long knot全体の集合
と結び目の全体集合の間には全単射が存在して集合として
等価であることが知られている。今、この long knotに向
きをつけ、その結び目射影図を調べてみる。基点から始ま
り紐をたどっていき、最初に出会った交点にラベル Aをお
く。図 14ではたまたま平面上の交点がなす交差は最初に通
過したパス 1と２回目にこの交点を通過するパス 2の関係
がパス 1からパス 2へ反時計回りになっているので、aと
し、符号は正であるから a+である。このような作業を紐を
たどりながら行うと {A,B, C,D}が α∗ （= {a±, b±}）に
projection を持つような α∗ 上のナノワードが存在するこ
とになる。すべての結び目はこのようにして捉えられ、ラ
イデマイスター変形の議論も展開できる。驚くべきことに
次が成り立つ（前半がトゥラエフ23)、後半がマントゥロフ
24)）。定理 6の応用は筆者の論文25) でなされている。

定理 6 (トゥラエフ, マントゥロフ). ジョーンズ多項式は
{+,−} 上のナノワードのみから決まる。ホバノフホモロ
ジーも同様である。

ナノワード理論におけるバシリエフ不変量の組織的な拡
張理論はギブソンと筆者の論文26) が最初である。これは、
結び目（体係数, α = α∗の場合）におけるグサロフ-ポリャ
ク-ビロ（第 2章）による有限型不変量（以下、GPV不変
量と略記）をより一般の係数かつ一般の α上のナノワード

解説 結び目で世界はどこまで描けるのか–幾何と物理の交差点– 8



に拡張したものである。この論文の α = {1}のときの 4次
有限型不変量は、いわゆる “トゥラエフの予想”（トゥラエ
フ22)）の再解決14となる不変量を導いた。その後、福永知
則-山口崇幸-山野井隆晃29)はギブソンと筆者の論文に対し、
計算方法の開発や更なる計算結果を与えた。

図 15: バシリエフ予想とその周辺

最後に、バシリエフ予想（予想 2）とナノワード不変量
の特別な場合である GPV不変量の関係について述べてお
こう（図 15）。GPV不変量全体からなる集合は、その構成
上（結び目を単射に入れている）仮想結び目の全体からな
る集合と同型である30)。もしもバシリエフ不変量が仮想結
び目のGPV不変量に自然に拡張されるというグサロフ-ポ
リャク-ビロの予想30)（GPV予想と呼ぶことにする）が正
しく、かつ、判別の観点（任意の２つの結び目が与えられ
たとき、どの次数の不変量により判別できるか？）がよく
理解されたら、バシリエフ予想に肉薄する。
ここで後者の「判別の観点」はかなり理解されている。

バシリエフ不変量は「結び目をほどく最小手数」である結
び目解消数の回数 nで次数付けられており、それによりバ
シリエフ不変量の空間はフィルター付けを持つ。その次数
に対しグサロフ31), 葉廣和夫32) が独立に得た定理「２つの
結び目に対し (n − 1)次以下のバシリエフ不変量の値が等
しいことと、n次クラスパーという局所変形による同値関
係で等しいことが必要十分である」（図 15の最下部）が成
り立つ。したがって、バシリエフ予想にアプローチするな
ら「GPV予想」を「判別の観点」を保持する形で解くこと
が重要となるであろう。最近では「結び目をほどく」数の
再設定により問題を見やすくする試み（櫻井みぎ和と筆者）
33)がなされる一方で、クラスパーを仮想結び目に拡張した
小鳥居祐香の方法34)が最近登場し、アプローチする道具も
揃いつつある。向こう数年、このあたりの進展に目が離せ
なくなるような気が筆者はしている。

[図版協力 : 船越紫（奈良女子大学）]
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