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講 義 の 概 要

N.Dunford attd J.T.schwtttz[61,N.Dinculeanu[51,J.Diestel and J.J.Uhl,Jr.t31,

さらにはI.Kluvanek and G.Knowにs tlの名著を紐解けばわかるように,ベクトル測度
の研究では,

●Radon_Nikodttlnの定理やマルチンゲール収束定理とBanach空 間の幾何的性質と

の関係

・連続関数空間からBanach空 間への作用素のベクトル測度によるRieszタイプの表

現とその分類

●ベクトル測度の値域に関する問題

●スペクトル作用素の研究

●ベク トル測度の積測度の存在性とそれによるBanach空 間の分類

さらにはこれらの議論を展開するのに必要不可欠な

●スカラー値関数のベクトル測度にによる積分(Bartle_Dunford―Schwartz―Lewis積分)

●ベク トル値関数のベクトル測度によるBartleの双線形ベクトル積分

などの問題に焦点が当てられてきた。

応用面に目を転じてみても,無 限自由度をもつ制御系における最適制御問題や,量 子場

の理論におけるFeynman―Kac形 式の定式化などでベクトル測度が活躍している。特に,状

態空間上で作用する連続線形作用素からなる半群と,観 測手段を与えるスペクトル測度の

両者によつてその発展が記述される物理系の数学的考察と関連して,作 用素値ベク トル測

度の性質及びそれらによる積分が盛んに研究されている。

これら従来の研究は,個 々のベクトル測度のもつ様々な性質を詳細に調べることに重点

が置かれてきた.と ころが最近になって,M.Dekiert plに より正値測度や実測度に対する

測度の弱収束の概念の自然な拡張としてベクトル測度の弱収束の概念が導入され以来,ベ

ク トル測度一つ一つの持つ性質の解明だけでなく,ベ クトル測度から成る空間の (ベク ト

ル測度の弱収束に関する)位 相的性質の解明が,ベ クトル測度の研究領域の中に新たな興

味ある研究対象を提示するようになってきている。

ベク トル測度の研究に対 しては,“その理論は通常の測度論で,実 数直線 Rを Banach

空間ズ に,絶 対値 |・|をノルム ‖。||に置き換えただけではないか"と いう偏見がある。も

ちろんこのような単純な置き換えによつて定式化される命題や証明手法があることは否定

できない。しかし,わ れわれがこれから取り扱 うのはこのような単純な抽象化で解決でき

る問題ではない。この講義で取り扱 う題材は,実 測度の場合と明らかに異なる (一般に困

難な)状 況が証明の中に出現する問題や,取 る値の空間がBanach空 間のような無限次元

空間であることにより本質的に生じる問題 (例えば,ノ ルム位相と弱位相の違いに起因す

る問題)で ある。

第 0章 は 「Banach空 間論 。沢J度論からの準備」と題 し,講 義の中で引用されるBanach

空間論及び測度論の重要な結果を,付 随する定義も含めて解説する。また,受 講生の便宜

を考えて,付 章 「講義で参照される定理」でまとめておく。証明は例えば,降 ,qを 見よ.

第 1章 は 「ベクトル測度の定義と基本的性質」と題 し,ベ クトル測度の定義から始めて,

その全変動,半 変動などの用語とその基本的な性質を準備する。

第 2章 「ベクトル測度の可算加法性 (OrliCZ―Pettisの定理)」では,ベ ク トル測度の値の

空間が無限次元であることにより生じる問題の一つとして,弱 位相に関する可算加法性と



ノルム位相に関する可算加法性 との間の関係を取 り扱 う。

第 3章 「Cottrol measllresの存在性 (Bartle_Dunford―Schwartzの 定理)」では,ベ ク ト

ル測度の理論 を深化 させ るのに必要不可欠な control measureの存在性 に関する Bartle―

Dunford―Schwartzの定理について述べる,こ の定理は実測度全体からなるBttach空 間の

部分集合の相対コンパク ト性に関する深遠な結果の帰結 として得 られる。

第 4章 「その他の重要な定理」で紹介 される定理は,ベ ク トル測度のみならず実測度に

対 しても重要かつ有益なものである。しかし,そ の証明は実測度の場合 と同様に示せるか,

あるいは実測度の場合の結果から簡単に導けるものであ り,証 明なしで結果を述べるにと

どめる.

ベク トル測度の理論展開に際 して重要な道具の一つである,ス カラー値関数のベク ト

ル測度による積分 (Bartle_Dunford_Schwartz―Lewis積 分)は ,第 5章 「Bartle―Dunford‐

Schwartz―Lewis積 分」で詳細に述べる。この積分理論の展開に際 しては,す でに第 3章 で

述べたベク トル測度に対するcontrol measureが重要な役割を果たす.

第 6章 「ベク トル測度の正則性」では,位 相空間上のベク トルに対 して様々なタイプの

正則性を導入する。さらに,そ れ らの正則性は対応する実測度の正則性で判定できること

を示す。

この講義最後の章である第 7章 「弱コンパク ト作用素の表現 (Riesz…Kakutaniの 定理の

拡張)で は,ベ ク トル測度の理論の作用素論への重要な貢献の一つであるBartle―Dunford―

Schwartzの 定理を紹介する。この定理はヨンパク ト空間 S上 の連続関数全体からなるBa―

nach空 間 σ(S)上 の有界線形汎関数の表現定理 として有名な Riesz―Kakutaniの 定理の拡

張であり,弱 コンパク ト作用素 T:σ (S)→ Xが Banach空 間 ズ に値を取るベク トル測度

で表現 されることを主張 している。この定理により,そ の性質が調べにくかつた弱コンパ

ク ト作用素の解明が飛躍的に進展 した。

最後にな りましたが,今 回の講義の機会を与えていただいたお茶の水女子大学教授 ・前

田ミチエ先生に感謝の意を捧げる。
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付章 :講義で参照される定理

測度論か らの準備

・写像の可測性

(1)Q,ス),(0,β)は可測空間,ξ:Ω→ 0は 写像とする。このとき,cが (ス,β)コ可測

ど当VB cβに対してξ
~1(β

)Cス・

(2)メ:Ω→ Rは 実数値関数とする。このとき,す が3orel可測 選当 Vac Rに 対して

てりCΩ :す(り)<a}C.4・

・集合族によつて生成されるσ‐集合体.

Ωは空でない集合,つ はΩの部分集合からなる空でない集合族とする。このとき,つ を

含む最小のσ_集合体がただ一つ存在する。それをσ(つ)とかき,ク によつて生成されるび―

集合体という。実際,σ(つ)はクを含むすべてのσ―集合体の共通部分として与えられる。

●可測性の判定.

(Ω,ス),(0,β)は可測空間,βOは どの部分集合族でσ(島)=β どする。ξ:Ω→ 0は

写像とする。このとき,以 下が成り立つ:

(1)σ(ξ
~1(β

o))=ξ
~199)・

(2)ξが(ス,β)二可測― V30c仇 に対してξ
~1(Bo)Cス・

●Dynkin System Theorem,

Ωは空でない集合で,Ω の部分集合か らなる集合族 の はDynkin systemと する。す

なわち次の 3つ の条件を満たす:

( a ) ΩC ク・

(b)■,BCの で,BcAな らば九一Bcク .

(C)Al,九2,…・Cの で九角↑五ならばAcの ,

さらに,ど はΩの部分集合からなる集合族で有限積に関して閉じており,ど ⊂のであると

する。このとき,σ(ど)Cつ となる。

・写像族によつて生成されるσ白集合体.

Ωは空でない集合,(0,β)は可測空間,「 はΩから0へ の写像からなる空でない族と

する。このとき,rに 属する写像をすべてβに関して可測にする最小のσ_集合体がΩ上

にただ一つ存在する。それをσ(「)とかき,Fに よつて生成されるσ―集合体という。実際,

σ(「)は

σ(「)=σ(t~1(3):ξCF,Bcβ })

で与えられる.こ のσ_集合体は次の性質をもつ:



となる。さらに

が成 り立つ。

●Vitali‐Hahn― Saks Theorem。 (p,ス )は 可測空間,(物 }⊂ Ca(ス),入 C Ca十(九)で

(1)各 物 は 入…連続

( i i )各ゴ cス に対して limれ→∞物 (」)=γ(ゴ)が存在

と仮定する。このとき,{竹}は
一様に入―連続(1.e.,Vε>0,]び>0;ゴcスで人(ゴ)<びな

らば1挽(J)|<ε fOr句=1,2,….)で,7は 人―連続かつ可算加法的となる.

●Nikodャm'S Cpnvergence Theorem。 (p,ス)は可測空間,(入れ)c ca(ス)で,各

ゴcス に対してlimれ→∞入れ(コ)=入(ゴ)が存在すると仮定する。このとき,ひ 句)は
一様に

可算加法的で,入 c ca(九)となる.

●Nikodttm BOundedness Theorem。 (p,ス)は可測空間,7⊂ ca(ス)とする。各

Ecス に対して supttc財1入(河)|<∞ ならばsupttcM I入|(p)<∞ ・

距離空間論からの準備

・点と集合の距離.

(S,冴)は距離空間,A⊂ Sと する。このとき,点 sと集合 九の距離を

冴(5,■):=inf口(5,サ):サCA}

で定義する。この距離は次の性質をもつ:

(1)不 等式

1冴(5,■)一冴(サ,■)|≦冴(5,サ)fOr al1 5,サcS

を満たす。それゆえ,写 像 scS→ 冴(s,■)は
一

様連続.

(2)Aが 閉集合のとき,scA― 冴(5,つ=0・

・距離空間におけるコンパクト性判定条件.

(S,ど)は距離空間,A⊂ Sとする.こ のとき,次 の条件は同値:

(a)Aは 相対コンパクト,1.e.,五がコンパクト.

(b)五は可算コンパクト,i.e.)五の任意の可算開被覆は有限部分被覆をもつ.

(c)Aは 相対点列コンパクト,1.も.,ムの中の任意のふ列は収束する部分夕Uをもつ(収束

先はAに 属する必要はない).

(d)Aは 完備かつAぃ 全有界,1.e.,Vε>0に 対して有限個の点sl,.…,Sれが存在し

て,五 ⊂u挺1,(sら。)とできる(このとき,点 sl,.…,Sれはスに属していなくても

よV )`。この点の集合(sl,…・,Sなのことを集合九の伊網 (ε…net)という。

用0剖洲ド=た団ぬ



・雄離空間における可分性の判定条件.

(S,冴)は距離空間,A⊂ Sと する。このとき次の条件は同値.

(a)Sは 可分.

(b)Sは 第 2可 算公理を満たす,1.e.,Sは 可算個の集合からなる開基底をもつ.

(C)Sは fully Lindelbf空間,i.e,,Sの 任意の部分集合の任意の開被覆は可算部分被覆

をもつ.

(d)Sはinfて』(S,サ):S,サCA,s≠サ}>0を満たす非可算部分集合ムをもたない.

位相空間論からの準備

●2つ の位相が一致するための十分条件.

Sは 空でない集合,Tl,れ はS上 の位相とし,Tlは T2よ りも強く,(S,Tl)は コンパク

ト空間,(S,T2)は HauSdOrfF空間とする。このとき,2つ の位相 Tlと T2は~致 する。

●Q(S)の 可分性.

Sは 完全正則空間とする。このとき,Banach空 間Q(S)が 可分 ― Sは コィパクト距

離付け可能.

・完全正則空間の閉集合とコンパク ト集合の連続関数による分離.

Sは 完全正則空間,FcSは 閉集合,【 ⊂ Sは コンパクト集合とする。このとき,

o≦ r≦ 1,す(F)=0,メ (F)=1を 満たす S上 の連続関数rCa(S)が 存在する。

,●下半連続 ・上半連続関数.

Sは Hausdorr空 間,メ :S→ Rは 関数とする。

(1)メが下半連続 (lower Semicontinuous)←→各acRに 対して,(5CS:メ (5)>a}
はSの 開集合.

(2)すが上半連続(upper Semicontinuous)←→各acRに 対して,(sCS:す (S)<a}
はSの 開集合.

下半連続 ・上半連続関数は次の性質をもつ:

(a)開 集合の定義関数は下半連続,閉 集合の定義関数は上半連続.      `

(b)メが下半連続 ― 一すが上半連続.

(c)すが連続 → メは下半連続かつ上半連続.

(d)すが下半連続 ←→ Sの 点からなる任意のネットゃα}αcPと ScSに 対して

メljl≦hminfrls,.

すが上半連続←→Sの″点からなる任意のネット〈sa}acrとSCSに 対して

止m supす(3α)≦メ(5)・
ac「



(1)(Ω
′
,九

′
)は可測空間で,η :Ω′→ Ωは写像とする。このとき,η が (ス

′
,σ(「))―可測

― 各 ξcPに 対して,写 像 ξoηが (ス
′
,β)―可測.

・直積 σ‐集合体.

(Ωa,スα)αcrは 可測空間の族とする。次の形の可測長方形

A=工 αcrtta, 各 九aCス αで,有 限個のαcrを 除いてAα=Ω α

によつて生成された直積集合五αcrΩα上のσ_集合体をてスa)acPの直積σ‐集合体といい,
Hacrttaで表す。特に,すべてのαcrに 対してΩα=Ω ,スa=ス のときは,(工αcrΩa,IIαcrスα)
を (Ω

「
,ス

F)で表す。直積 σ‐集合体は次あ性質をもつ:

(1)各 αcPに 対して

Ta(り)=ω α, の =(りa)αcP C IIacrΩα

によつて射影 Tα:工αcrΩα→ Ωαを定義する。このとき,直 積 σ～集合体 正αcrスαは

すべての射影 Ta:正 acrΩa→ Ωaを フ名 に関して可測にする最小のσ―集合体である。

それゆえ

Hacrtta=σ ((T言
1(■

a):α C「,Aα cス α))

である。さらに,各 αcrに 対してつαは九aの部分集合族でσ(クa)=九 αとすると

工αcPスα=σ(てT言
1(■

a):acr,ムαCっa})

でもある。

(2)(Ω,ス)は可測空間,れ :Ω→ΩQ(acr)は 写像の族で,写像メ:Ω→HαcrΩαを

す(り):=(ra(り))acP(りCΩ)で定義する。このとき

メが(九,正acP宅)―可測― すべてのαcrに 対してrQが(ス,九a)―可測.

●Egorov Theorem.(p,ス,入)は有限な測度空間,p上 で定義された実数値関数r,
れ し=1,2,….)はか可測とする。このとき,ぁ →メ入―a.e.ならば,ぁ →メ入中almost

u n i f o r m l y , i . e " V ε> 0 , ] 珂。c ス, 入( g 。) < εかつあ●) →r ( ω) u n i f O r m l y  o n りc p 一回。.

●Carathも odory‐Hahn Extension irheOrem.

Ωは空でない集合,ア は Ωの部分集合か らなる集合体 とする。有限加法的な実数値集

合関数 入:ダ → Rが ア上で可算加法的ならば,入 は可算加法的な拡張 ス:σ(ア)→ Rを た

だ一つもつ.

●Radoぃ Nikodttm Theorem。 (p,ス,入)は σ―有限な測度空間で,γ c ca(ス)は 人―連続

とする。このとき,メc五1(p,ス,入)が下意的に存在して

7(河)=比 メ冴人, βC九



(e)コ ンパクト集合上の下半連続 (上半連続)関数はそこで最小値 (最大値)を とる。

(f)(ra}acrはS上の下半連続関数族とする。このとき,supac「れは下半連続.特に,
「が有限集合のときは,infacP rQも下半連続.同様に,(れ}acFはS上の上半連続
関数族とすると,infacPれは上半連続.特に,「が有限集合のときは,supQcr ra
も上半連続.

(g)Sは 完全正則空間とする。このとき,S上 の任意の下半連続 (上半連続)関数は連続

関数族の上限 (下限)関数として表される。特に,Sが 距離空間の場合は,S上 の

任意の下半連続(上半連続)関数メは単調増加(単調減少)な連続関数列てぁ}"cNの
極限関数として表される。さらに,ある定数〃チ0が存在して,|す(3)|≦y fOr
a l l  s  c  Sを満 たせ ば ,{れ }角c Nは |あ( 3 ) |≦財 f O r  a l lれc  N  a n d s c  Sを 満 た す

ように選べる。

函数解析学からの準備

Hahn‐ Banach Thebrem,Xは ノルム空間とする。

(1)財 はXの 閉部分空間で,″0ぞ財 とする.こ のとき

ョが こズ率
; が 2。=l andが ,=o for V″ cM.

(2)毎0≠ 0と する。このとき

ヨ″*cXキ; ‖oキ‖=l and″
キ″o=‖密01ト

●The Principle of Unilbrm Boundedness,

(1)Xは ノルム空間で,■ ⊂ズ とする。このとき,次 の条件は同値:

(1)■は弱有界,1.e.,各が cX準 に対 して,supacA Iが″|<∞ .

(ii)Aは有界,1.e.,supac五十1。||<∞

(2)X,yは Banach空間で,死 はズからyへ の有界線形作用素から成る集合とする。

このとき,次 の3つの条件は同値:

(1)SupTc竹‖T‖<∞ .

(11)各″cXに 対してsupTc犯lr密||<∞.

(iii)各″c Xr,各ゲcyネに対してsupTc死17ネT″|‐<∞・

●BanachttAIaoglue Theorem.

Xは Banach空間とする。

(1)Xキの有界閉集合は弱位相σ(χ
辛
,X)に 関してコンパクト.

(2)X十の有界閉集合が弱位相σ(Xち文)に関して(コンパクト)距離付け可能となるた

めの必要十分条件はXが 可分.



●Eberlein‐Smulian Theorem.ズ は Banach空間,AcXと する。このとき,次 の

条件は同値:

(i)ムは相対弱点列コンパク ト,1.e.,ムの中の任意の点列はズ の点に弱収束する部分

列をもつ.

(ii)スの任意の可算無限部分集合 rは 弱位相に関する集積点 ″OcXを もつ,1.e.,密0

の任意の弱近傍y(20)に対して,y律 o)∩〈r― ●o}}≠0・

(111)Aの弱位相に関する閉包は弱コンパクト.

(iv)ズの弱開集合からなる九の任意の可算被覆が有限部分被覆をもつ.

●Riesz Representation Theorem.Sは compact Hausdorf空間で,マ ∈0(S)ネとす

る。このとき

瓜n=ためrcω
を満たす 入c rca(S)が一意的に存在して,||マ||=1入|(S)が成 り立つ.言 い換えれば,対 応

?CC(J)ホ → 人C rCa(s)はσ(S)ネとrCa(S)の間の等距離同型対応を与える。さらにこの

対応は順序も保存する,i.e.,

入1≦ 入2  ~  え r冴入1≦
】:メ

冴入2 fOrVメ ≧ 0

が成 り立つ。      ィ

連絡先:河邊 淳

〒380-8553 長 野県長野市若里 4-17-1 信 州大学工学部数学教室

Tb】: 026-269-5562

e―maJ:5kaFabeCShinshu― u.ac.jP
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